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NOTE 

RELATIVE AU THÉORÈME PAGE 1 76. 

• ^ ^ T \ “i- 

^v) • - >. 1. iV<:*li 

Un polynôme ne peut avoir plus de rawut qu’il ny 
a d’unités dans son degré. 

On a supposé , dans la démonstration donnée , que 
cette vérité était bien établie pour un polynmne du 
second degré; cependant, avec un peu d’attention, 
on s’aperçoit que les auteurs n’ont pas abordé la diffi- 
culté ; ils prouvent bien que l’équation du second degré 
a'dcux racines, mais ils ne prouvent pas qu’elle ne peut 
on avoir plus do deux ; nous proposerons donc la dé- 
monstration suivante qui nous paraît simple et rigou- 
reuse. 
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Toute équation du second degré peut se ramener à 
la forme 



-j- /> a: -j- y = O ; 

I 

supposons qu’elle puisse admettre trois racines diffé- 
rentes a, b, c. 

On aurait : o* -}- p a -f- j o, , . (• 

b^ P b q = O, 

c' P c q = O : 

d’oü — b' P ( a — b ) = o, 
d’où P = — ( a b ): 
a' ~ c* P f a — c ) = O, 
d’où P = — ( c ): 

' ‘ t ■ r: > , i: 

en aurait donç n — |-t b = a c., oti b == c, ce qui est 
contre l’àyj^thèse.! ; . . 

Le théorème en question, l’un des plus împortans 
de la théorie des équations, rie présentera plus de diffi- 
cultés, •■‘''‘■i : - 

’Ù t . t;. J • V ; _) .j, I.- 
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QUESTION^ 

INÉDITBS, 

■ I' r \ \ S 



RELATIVES AUX EXAMENS 






L’ÉCOLE POLYTECHNIQUE 



DE LA MARINE. 






THÉORIE DES PARALLÈLES. 



THÉORÈME 1. 



On peut regarder comme un axiome que deux droi- 
tes en rencontrant une autre , de manière que l’une 
forme , avec la troisième , un angle aigu , et l’autre un 
angle droit, ces deux lignes, suffisamment prolongées, 
se rencontreront. ( fig. i ) 

Cela posé , le premier théorème des parallèles sera 
que deux lignes perpendiculaires è une troisième sont 
parallèles. 

1 
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THÉORÈME H. 

Soit ( fig. 2 ) les deux droites A B, DC , qui 
font J avec une troisième B C, deux angles inté- 
rieurs AB C, B C D,dont la somme égale deux 
droits y ces deux droites sont parallèles. 



Pour le prouver , par le point O , milieu de BC , me- 
nons O E perpendiculaire sur A B. Nous ne dirons 
pas prolongeons O E jusipi’en sa roaconlre avec D C , 

’ parce qu’on ne sait pas si ces deux lignes se rencon- 
treraient ; mais nous prendrons sur D G , à partir du 
point C, une longueur C F, égale à BE, puis nous join- 
drons O F. ' 

On a par hypothèse ABC-l-BGD = sD; autour 
du point B , on a aussi ABC-f-0BE = 2 D; donc 
O C F = O B E : les côtés O B , O C sont égaux par 
supposition , les côtés B E , G F le sont aussi ; donc 
■ les deux triangles sont égaux , et par suite l’angle B O 
E = F O C. Maintenant 'la ligne EOF est droite. En 
effet la somme des angles B0F-f-F0G = 2 Dj 
remplaçant F O G par son égal B O E , on voit que 
E F est droite. De l’égalité des triangles considérés , 
il résulte encore que les angles- B E O , O F G sont 
égaux ; or le premier est droit , le second le sera pa- 
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reillcmnnt ; donc les deux droites A B , D C étant 
perpendiculaires h une troisième E F , sont parallèles. 

THÉORÈME m. 



Si deux droites A B , C D ( fig. 3 ) fbnt ^ avec 
une troisième B C , deux angles intérieurs A B 
C, B C D t dont la somme soit plus petite que 
deux droits , ces deux droites suffisamment pro- 
longées t se rencontreront. 

• • 

• 

En effet , par le point B menons la droite F II , 
telle qu’on ait : ^1 B C -|- B C D = 2 D ; par le point 
O ,* milieu de B C , menons O F perpendiculaire sur ^ . 

B H; on sait que O F sera aussi perpendiculaire sur 
D C f tkeor. II ), Il est fticilc de voir que l’angle BEF 
est aigu; donc les deux droites' en question font, 
avec E G , l’une un angle aigu au point E , l’autre un 
afîgic' droit au point G; donc ces deux droites su 
couperont. ( Axiome. ) 

THÉORÈME IV. 

t . n, 

i 

0 

Lorsque deux droites A B t C D ( fig. 4 ) foot^ 
avec une troisième B C ^ deux angles intérieurs 

✓ 

i 
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À BC,BC Dt dont la somme est plus grande que 
deux angles droits ; ces deux droites se coupent. 



En effet, autour du point B, ona;ABC-|-C 
B E = 3 D ; autour du point G , on a aussi B G D 
-f- B G F = 2 D ; la somme de ces quatre angles est 
donc égale à 4 D: retranchant de cette somme celle 
des angles A B G et B G D , qui est plus grande que 
2 D , il résultera la somme des angleà G E -f- B G 
F 2 D ; donc les deux droites A B et D G se cou- 
peront au - dessous de B G. 

A l’aide des deux derniers , théorèmes il est facile 
de prouver que , lorsque deux parallèles sont rencon- 
trées par une sécante , la somme des angles intérieurs 
qu’elles forment avec la sécante est égale à 2 D. De 
lè l'égalité des angles alternes , internes , etc. 

On voit , à l’aide de l’axiomo que nous avons 
posé , que la théorie des parallèles devient fort sim- 
ple. G’est ainsi que Legendre l’avait d’abord présen- 
tée. 11 a changé cctlc théorie dans les dernières édi- 
tions ; a-t-il bien fait? je ne le pense pas, pareeque sa 
démonstration, que la somme des angles d’un trian- 
gle = 2 D , ne me parait nullement élémentaire. Gct 
auteur distingué a sans doute eu pour but de dimi- 
nuer le nombre des vérités qu’on doit admettre ; mais 
il y en a qui perdent en quelque sorte leur évidence 
lorsqu’on veut les démontrer. G’est ainsi qu’un ma - 
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tbématicion allemand , dont parle d’Alembert , avait 
commencé une géométrie par démontrer que le tout 
est plus grond que la partie , et il s’était acquitté de 
cette tâche do manière ({u’après avoir lu sa démons- 
tration , on pouvait douter de cette vérité évidente 
d’clle-même. 



Le nombre des côtés d’un polygone régulier est N; 
on demande de calculer un des angles de ce 
polygone. 



La somme des angles sera 9 D ( n — 3 ) ; 

aD(n — 3) aDn 
angle sera égal à 



donc un 
-4D 



( 9 D- 4 D(I) 



faisant n = 5 , 10, ao , etc. On 



connaîtra les angles des polygones réguliers do trois 
côtés , dix côtés , etc 



A l’inspection de l’expression ( I ) , on voit que 
plus n augmente , et plus l’angle du polygone aug- 
, 4 D 

mente , car la quantité ’ qu’on doit retrancher 

de 2 D , devient plus petite si on fait croître n . n ne 
peut devenir infini , puisqu’aiors un angle du polygone 
serait 2 D , ou , en d’autres termes , il n’y aurait plus 
de polygone dans celle supposition. 
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On fient aussi donner l’angle d’un polygone ré- 
gulier , et demander combien ce polygone aura 
de côtés. 



Soit a l’angle donné. Désignons par n le nombre 

2 D ( n — 2 ); 

des côtés du polygone. Un angle est égal à 

donc on aura l’équation : 



A = 



2 D ( n — 2 ). 

n 



Résolvant cette équation par rapport b n , on con- 
naîtra le nombre des côtés du polygone. 

^ 4 D 

On trouve n ~ r 

2 D — A. 

* ' Or , pour que la question soit possible , il faut que 
« soit un nombre entier positif; il faudra donc i“que 
A soit moindre que a D , ce qu’il était facile de pré- 
voir , et que 36 o° soit exactement divisible par le reste 
qu’on obtient', en retranchant A de i8o°. 

Exemple: l’angle d’un polygone régulier est 175°, 
on demande' le nombre des côtés de ce polygone ? 



■ 36 o 36 o 

On a • n ~ i = — — = 7® 

180 — 170 5 



Le nombre 175°, remplissant les conditions trouvées 
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plus haut , on trouve pour n un nombre ^entier positif, 
mais si l’on prenait ou hasard uu nombre de degrés , ii 
pourrait bieu n’etre plus entier et positif, et la question 
serait impossible. 

.1' . î» 

Par 7> points non en ligne droite on peut toujours % 
faire passer une circonférenee de cercle , cl Cm 
ne peut en faire passer qu’une. . 

' ■- .Je! ' ^ ^ ' 

Soient A , B , C ( fig. 5 ) les trois points donnés'. 
Le centre du cercle, passant par les points A et B, de> 
vra se trouver sur la perpendicnlaire élevée sur le 
milieu de A B, do même le centre du cercle , passant 
par les points B et C , devra se .trouver sur la per- 
pendiculaire élevée sur le milieu de B C ; donc le 
centre du cercle cherché sera à la rencontre des deux 
perpendiculaires en question.’ Pour prouver que le pro- 
blème est toujours possible, il faut faire voir ‘que les 
deux perpendiculaires ne' sauraient ' être pàrallèlei. 
Pour cela joignons DE. Les angles- O Ë D, ODE, 
'sont évidemment’ aigus. Donc’ (' Théor. Ifl. Parait. 
les 'deux perpendiculaires se coilperoht toujours. “''"1 

. jr-i iv :< 

•Lorsqu’une droite est tangente à un cetete , te rayon 
‘ mené du. point' de contact est perpendiculaire à 
la iângente. , 

-T •. I ■ ; ■ ■ J ■ 

;■[ En,;;circt le cqnlrc du cercle, joint avec un point 
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quelconque de la tangente , donnera une droite plus 
longue que le rayon ; ce dernier , mesurant la plus 
courte distance du centre à la tangente , est perpen- 
diculaire à cette tangente. 

Cet^ dernière question et la précédente sont si sim- 
ples qu’on sera peut-être surpris de les rencontrer ici ; 
mais , comme c’est presque toujours sur des questions 
de ce genre que les jeunes gens se trouvent embarrassés, 
j’ai cru ne pas devojr les passer sous silence. 



Lorsqu’on mène à toi' cercle deux Jangenies paralr 
lèlet t la corde qui ■ joint les points de tangence 
• est un diamètre. - ' •’ i .. i. . 



, >-• • • 1 . . . . • 'i 

Soient ( fig. G J A B , C D deux tangentes paral- 
lèles menées au cercle E ; O , M , les points de con- 
tact. Mcno.qs le j^-ayouEPî ce, rayon prolongé ira 
passer par le point M. En elTet , supposons que le 
prolongement de E O fût E F , alors , du point £ , on 
pourrait abaisser deux perpendiculaires sur, Ç D » cp 
qui est impossible. ^ • 



Il résulte de là que ,, lorsqu’il s^agi^a 4c,PtC>W. i, pn 
.cercle une tangente parallèle à une. ligne dennée , on 

aura deux solutions. Le calcul conduit au même ré- 

« * • ' • » ■ 

sultat. En eflet , soit z* y * = R* l’équation du ccr- 

*clc j y = ax-\-b l’équation de la droite à laquëÜe la 



« 
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tangente doit être parallèle ; x‘, y' les coordonnées du 
point de tangence : l’inclinaison de la tangente à ce 

point sera — — = a.Le point { x,y' ) étant sur le 

cercle , on a aussi x'^-\-y"^= R* ; l’élimination entre 
ces deux équations lera connaître les deux valeurs 
d’x' et d’y' , ou les deux points de tangence. 

Au lieu de faire l’élimination , on peut construire le 
lieu géométrique de chaque équation , et les intersec- 
tions de ces lieux seront les points cherchés. Or , le 
lieu de a'* = R* est le cercle lui-même ; celui 

de l’équation — évidemment une droite 

passant par le centre ; on retombe donc sur le théo- 
rème de géométrie. On peut remarquer que l’équa- 
tion y' — — l’équation d’une perpendicu 

laire à la droite donnée , et alors la construction à 
laquelle on est conduit par le calcul , est la môme 
que celle qu’on emploie en géométrie. 

CONTACT DE DEUX CERCLES. 

/ 

Lorsque' deux cercles se coupent , la distance des 
centres est plus petite que la somme des rayons , 
et le plus grand rayon est plus petit que la dis- 
tance dés centres plus le plus petit rayon. 



I 
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Lorsque deux cercles sont tangens extérieurement j la 
distance des centres égale la somme des rayons. 

Pour le prouver, soient les deux cercles A et 6 
( fië' 7 ) tangens extérieurement ; il suffit de faire voir 
que le point commun aux deux cercles se trouve sur la 
ligne des centres. Supposons que le point de contact sc 
trouvât hors de la ligne A B , en M , par exemple. Du 
point M abaissons une perpendiculaire sur A B , et 
prenons 0 N = M 0 ; les obliques A M , A N sont 
égales ; donc le point N appartient au cercle A. On 
prouverait de mêmeque le point N appartient aussi au 
cercle B ; les deux cercles en question auraient deux 
points communs, ce qui est contre l’hypothèse; il faut 
donc que le point de contact se trouve sur la ligne des 
' centres; donc, etc. - • r .. 

Si deux cercles sont tangens intérieurement , la dis- 
tance des cercles égale la dijférence des rayons ; 
ou le plus grand rayon égale la distance des cen- 
tres plus le plus petit rayon, ce qui est la même 
chose. 

Ce théorème se prouve exactement comme celui qui 
précède. 

' . . 
Lorsque deux cercles ne se coupent pas , sans être 



i 
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Vun dans l’autre j la distance des centres est 
^plus grande que la somme des rayons. 

Cela est évident. 

. f 

Lorsque deux cercles sont concentriques , le plus 
grand rayon est plus grand que te plus petit plus 
la distance des centres , qui est égale à zéro. 

Évident. 



Lorsque deux cercles sont l’un dans l’autre sans être 
concentriques, le plus grand rayon est plus grand 
que le plus petit plus la distance des centres. 



Cela est encore évident ; .'nous remarquerons seulo^ 
ment que, dans ce cas , la distance des cercles n’est pas 
nulle. Telles sont les six positions que deux cercles peur 
vent occuper respectivement. 

Toutes les réciproques sont vraies. Soit D , la distance 
des centres , R le plus grand rayon , et R' l’autre rayon. 
Si l’on a D R R' et R D R' , les deux cer- 
cles se couperont. , ■ 

En effet , si les deux cercles étaient tangens extérieu- 
rement , on aurait D = R -f- R' ce qui est contre la 
supposition. 
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Si les deux cercles étaient tangons intérieurement , 
on aurait R=D,+R'. — Idem. etc. On conçoit coair 
ment à l’aide des cinq dernières directes, on prouvera 
la réciproque du premier théorème , et par suite celles 
des autres. 

Lorsqu’on traite la question par le calcul , les réci- 
proques se démontrent directement par l’inspection du 
résultat. ( Application de l’Algèbre à la Géométrie de 
Bourdon. ) 

Cette question , traitée par le calcul , conduit à une 
autre qui est souvent faite dans les examens , la vojci : 

En éliminant y, entre les équations des deux cercles, 
on parvient à une équation finale du premier degré 
en a; , qu’indique cette Quation finale 9 

Les racines de l’équatïon en a:,étant les abscisses des 
points communs aux déiix cercles, il en résulte que 
tous cespoints se trouvent sur une même perpendiculaire 
à l’axe des jr.Eij>ilomme on trouve pour y deux valeurs 
égales et de a%nes contraires , il en résulte ce théo- 
rème de géométrie : que lorsque deux cercles se coupent , 
la ligne di» centres est perpendiculaire sur le milieu de la 
cordc deux points d’intersection. 

faisant l’élimination entre les équations de deux 
couAes, on trouvait une équation finale en y du premier 
degré , on conçoit que cela indiquerait que les points 
communs à ces courbes seraient situés sur une paraUèle 
è l’axe des x , menée à une distance égale à la racine 
delà fonction d’y. 
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Une équation finale, soit en x soit en . ne doit rien 
foire présumer sur la rencontre des courbes , ni sur le 
nombre des points communs ; car, pour qu’un point 
existe il faut que ses deux coordonnées soient réelles. 
Ainsi l’équation finale en x étant du premier degré, a 
toujours sa racine réelle, et si l’equation finale en y a 
ses racines imaginaires , les courbes n’ont pas do points 
communs. ' 

Dans la même hypothèse, si l’équation finale en y 
est du troisième degré et que les trois racines soient 
réelles, les coürbes auront trois points communs; et, 
comme nous l’avons dit, ces points seront situés sur uro 
même perpendiculaire aux x. 

Il faut donc comparer les deux équations finales en 
æ et en y , pour prononcer sur la position des points 
communs aux deux courbes. 

Un angle qui a son sommet hors de la circonférence ^ 
a pour mesure la moitié de l’arc concave moins 
la moitié de l’arc convexe compris entre scs côtés. 

Soit B A C ^ fig', 8 ) l’angle considéré, joignons D C; 
onaB DC=A + D CE; d’oùA = BDG — D CE; 
donc, etc. 

Un angle qui a son sommet dans le cercle ^ a pour 
mesure la moitié de l’arc compris entre ses côtés j 



f 
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plus la moitié de l'arc compris entre ses côtés 
prolongés. 

Soit B A C ^ fifÿSi'} J’ongle considdré. Joignons D B. 
L’angle B A C = B -f" D » donc, ctc^ 

Un angle formé par une corde et par le prolonge- 
ment d’une autre a pour mesure la moitié des 
arcs soutcndus par les deux cordes. 

Soit B A C f /îg 10 j l’angle considéré. On a B A C 
-|-CAD = aD;orDACa pour mesure | D C ; donc 
la mesure de B AC sera iDA-f-^AC. ^ 

Lorsqu’on demande de prouver que la tangente est 
moyenne proportionnelle entre la sécante entière et sa 
partie extérieure , on compare deux triangles qui ont 
un angle commun ; deux autres angles sont égaux com- 
me ayant la même mesure; on dit alors donc les troi- 
sièmes angles sont égaux.On demande souvent de prou- 
ver directement celte égalité.. Rien n’est plus simple, au 
moyen du théorème précédent. 

Pour qu’un quadrilatère soit inscript i b le , il faut et 
il suffit que deux angles opposés de ce quadrilatère 
vaillent ensemble 2 D. 

K 

Soit { fig. 11 j* un quadrilatère , A B G D , dans le> 
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quel on ait B-}"D = 2D. Si la circonférence qu’on 
peut toujours faire passer par les trois points ABC ,nc 
passait pas en D , supposons qu’elle passât entre B elD : 
alors la somme des deux angles B et D n’aurait as 
pour mesure la demi-circonfércnce,ccqui serait contre 
l’hypothèse. On prouvera do même que la circonférence 
ne peut pas passer au - dessous du point D; donc le 
quadrilatère A B G D est inscriptihle. 



Si des sommets d’un triangle on abaisse des per- 
pendiculaires sur les côtés opposés , toutes ces per- 
pendiculaires se coupent en un même point. 



Soit B A C ^ fg. J 2 j le triangle en question. Soit 
C E et A D deux de nos perpendiculaires ; il sufllt do 
prouver qu’en joignant B O , cette droite sera perpen- 
' diciilairo sur A C. Or les deux angles E et D étant 
droits , le quadrilatère B E O D est inscriptihle. Joi- 
gnont E D, l’ongle O E D sera égal à l’angle O B D; les 
deux angles A E C et A D G étant droits , par les qua- 
tre points A, E,D,C, on pourra faire passer une circon- 
férence; alors l’angle D E G = D A C ; donc D A C = 
O B D ; l’angle B O D = A O F ; donc l’angle A F O 
= ODB , ce qu’il fallait prouver. 

* 

Si des sommets d’un triangle on mène des droites 
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aux milieux des côtés opposés t ces lignes se cou- 
peront en un même point. , 

Soit B A C f ftg. 1 3 j le triaugio considéré , soient 
A D , B E , deux des lignes en question ; il suffit de prou- 
ver que la ligne G O prolongée ira par le milieu de A 
B. Pour cela, joignons D E; les triangles D O E et A O 
B sont semblables ; d’oü il suit que D O = | A O : on 
peut voir facilement que D G = 5 B F. Cela posé.^les 
triangles D O G et A O F sont semblables et par suite 
D G = 5 F A , ce qu’il fallait prouver. 

Ces questions se traitent facilement par le calcul. 

Trouver une moyenne géométrique entre deux droi- 
tes en s’appuyant sur la propriété de la tangente 
d’une moyenne , etc. 

Pour cela , on prend une longeur A B ( fig. 1 4 ) . 
égale à la plus grande ligne donnée , à partir du point 
A, on prend A G égale à la plus petite ; sur B C , com- 
me diamètre , on décrit une circonférence et la tan- 
gente A M est la moyenne cherchée. 

Trouver l’équation d’un segment capable d’un an- 
gle donné et faire voir que le calcul conduit à la 
construction géométrique. • 

Soit A B , ( /îg. 1 5 ), la droite donnée ; soit M la tan- 
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gente ^tgonométriqüo d« H«qgle donné. Prenons le 
milieu de A B pour origine , et )m>^os A B = a K. 

L’équation de M Bsera^ = a ( 4?— R ); celle de A 

rV... y - ^ 

sera :y = o(74'R)* avoir — ÎL ~ ~ 

Si on élimine a et a', entre les trôis éqtiations> on n’aura 
plus qu’une équation F ( j: . ) — , o ^ ou la relation 

constante entre les coordonnées d’un point quelconque 
dû. lieu géométrique cherché «-'et par suite, l’équation 
de oe lieiil' Or . des deux premières équations, On tu^ r 

. .'ji (i-Mv-,:.. y , . ' . , . 

« = ^ . B » ® » substituant ces valeurs * 

dans la troisième équation , on : 

U - . ! ■ i: y .U •>'" i , ,f ; Oill 



1 !'> 



'I : y . y. - y ■' • •• '• 

X — R X-4-R- , 

J — = m. D’où : 

• ^ X*— R*, 



— + — — R’) =0; 

9 R 

ou ( 1 ) X* y* -y — R* =o. Comparant cette 



équation avec l’équation la plus générale du cercle , 
qui est : ( x — « ( y — 6 )^— y» = o, on en 

R R* *' 

déduit a = O , € = —, et y* = — R** ce qui veui 

dire que l'équation ( i ) représente on cercle dont le 
centre est sur l’axe des y : l’ordonnée du centre égale à 
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;4..7hI^’.-.Or».;,»cstunequa- 

iruime proportionnelle aux trois quartés i , —, R ; 

l'orilonnéo du centre’ est don^ un côté de l’angle droit 
dans' un trianglerectan^e< dans lequel l’angle opposé. 

i ce coté auralt ’pour taingehte et dont l’autre cô- 
’ 'ilinq nil :l. w* :ii:! 

té de l’angle droit spcail, R.'Si l’on nièno la <droite DF.i» 
de manière que l’angle ORF égale l’angh. donné,) et, 
qu’ay pointBon élève une perpendiculaire è D F, l’an- 
gle O B C , complément de O B F , aura pour tan- 
gente — ; le côté ÔB = R; donc le point C est le cen- 
m 

Ire de notre cercle. Il est évident que CB est le rayon 
du cercle ; donc , etc."' 

L’énoncé du problème que nous venons de résoudre 
a fait connaître immédiaicment trois équations qui ont 
conduit è celle du lieu cherché. Ces trois écpiations 
éohtiennèht les quantités >,j, a,a ; x cl j étant les co- 
’ordopuées d’un pqinl quelconque du lieu; a.ct«t sont, 
appellécs des constantes variables , ces quantités sont 
én élTet constantes pour un mêtaie point , mais variabjes 
d’un point è un autre. Cela posé; on pouira toujours 
troM CT: l’èqualion d’un lieu gcxmctriquo lorsque , d’après, 
l’énoncé de la question, on aura entre les variables et les 
eonstantes variables^ autant cCéquatipns qu’on considère 

I, " .V'*’! ' w . '■ iiOVO 

de ces quantités moins une. 
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En effet , soit m le nombre des variables et des 
eonstantes variables ; et supposons qu’on ait m — i 
équations entre ces quantités. En laissant une équation 
de côté, il on restera m — 2 , c’est-à-dire autant qu’il 
y a de constantes variables; on pourra donc chercher 
les valeurs de ces constantes variables en fonctions 
d’j: et d’r; substituant ces valeurs dans l’équation lais- 
sée de côté , on n’aura plus qu’uno f(x,Y)=^oo\i 
l’équation du lieu géométrique cherché, nous enga- 
geons les élèves à se bien pénétrer de cette question, 
clic est de la plus grande importance. 

f • 

On mine deux tangentes à une parabole, assujetties, à 
faire entre elles un angle constant; ces tangentes 
tourneront autour de la courbe. On demande le 
lieu engendré par leur point'' de rencontre. 

'Soient ( x, y\) ( x\ y,) les points de tangence. Les 
’ équations des tangentes seront^ y' = p ( a: x' ) et, 

y y = P ( X -|- x' ) ; les points étant ,sur la courbe , on 
aura : y'* = 2 p x et y* = 2 p x’; en représentant par 
m la tangente trigonométrique de l’angle que doivent 
former les deux tangentes on aura : 

■ • y y 

y' y 
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Telles sont les équations fournies ptlr l’énoncé de la 
question. 

Observons que le nombre des constantes variables 
et des variables x et y est six. On a donc le nombre 
d’équations sulEsant pour trouver celle du lieu. On 
opérera comme nous l’avons dit plus Jiaut. 

Mener une tangente commune à deux cercles. Ré- 
soudre et discuter ce problème. ^ 

Soit AB/' fig. i6 j les deux courbes considérées. 
Du point B, comme centre et avec un rayon égal à la 
différence des rayons des courbes données , décrivons 
un nouveau cercle ; par le point A , menons les deux 
tangentes A B, A S à ce cercle; menons dans le cercle 
B, les rayons B B, B S, qui détermineront les points 
q' et 0 ; par le point A menons les rayons AH, A ^ , 
parallèles à B 0' et h B 0; si l’on joint 0' H et 0 1,on 
aura deux tasgentes communes. En effet, les quadri- 
latères B O'H A, et SOI A, sont évidemment des 
rectangles; donc les droites 0' H, 01, sont perpendi- 
culaires à l’extrémité dès rayons des deux courbes; 
donc, etc. ' ' . 

SI du point A, comme centre , et d’un rayon égal à 
la somme des rayons des deux cercles , on décrit le 
cercle F G; que par le point B, on mène à ce curcle 
les deux tangentes B F et B G, qu’on joigne A F , AG , 
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ce qui détermine sur le cercle A les points m et « ; 
que par le point B on mène des parallèles à ces droites* 
ce qui déterminera sur le cercle B les points Q et P ; 
qu enfîn on joigne P m et Q n , ces droites seront en- 
core deux tangentes communes. En elFet , il est facile 
do voir que les quadrilatères Q nGB et PBFwt 
sont des parallélogrammes; donc, etc. 

DISCUSSION. 

Lorsque les deux cercles ne se couperont pas , ou 
lorsqu’on aura D R -j- R' , en nommant D la distance 
des centres , et R et R' les rayons ; le point A sera 
évidemment hors du cercle de rayon B R ; de Ut deux 
tangentes communes. A K , rayon du cercle F G , est 
plus petit que A B ; donc le point B étant hors du 
cercle AF G , on pourra mener , à ce cercle par le 
point B , deux tangentes ; de lè encore deux tangentes 
communes ; donc , dans notre h3q)othèso , on pourra 
toujours mener quatre tangentes communes aux deux 
cercles. * 

Second cas. Soit D = R -j- R'. Dans ce cas , la diffé- 
rence des rayons étant plus petite que D , le point A se 
trouvera hors du cercle de rayon B R ; donc on pourra 
mener deux tangentes communes. 

Le cercle décrit du rayon R -j- R' , et du point A 
comme centre , passera par le point B ; d’où une seule 
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tangente: commune aux deux cercles donc, dans notre 
hypothèse , on pourra mener trois tangentes communes 
aux deux cercles.^ 

Troisième cas. Soit D R -f- R' et D > R ^ R' , 
alors les deux cercles se couperont. 

Dans ce cas , le point A sera hors du cercle de rayon 
B R ; do là deux tangentes communes. Le cercle décrit 
du point A comme centre , avec R -j- R' pour rayon , 
comprendra le point B r donc les deux cercles n’auront 
que deux tangentes communes. 

Quatrième cas. Soit D = R — R'. 

Le cercle de rayon B R = R — R' , passera en A ; 
d’où une seule tangente commune. 

Les deux cercles ne pourront en avoir d’autres , car 
le cercle décrit du point A comme centre . avec R -J- 
R'pôur ràyôn , comprendra le point B. 

Cinquième et sixième cas. R > D R’ ou D < 
R — R'. 

11 est évident que les deux cercles ne peuvent avoir 
de tangentes communes. 

Les élèves devront exécuter les constructions dans 
chaque cas. 

En résumant cette discussion , on voit que deux 
cercles peuvent avoir quatre , trois , deux ou une tan- 
gentes conununes. Eohn le problème peut être impos- 
sible. 
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Résoudre et discuter lemêmefroblème par le calcul,- 

I 

Soient A et B fig. 17 ) deux cercles; m la distance 
des centres" ; R et R' les rayons de Ces cercles. Prenons 
A B pour Taxe des X et A y pour celui des Y. 

Si l’on cherche l'équation d’une ligne passant par les 
extrémités de deux rayons parallèles , qu’on exprimo 
que cette droite est perpendiculaire à l’un des rayons , 
elle sera perpendiculaire à l’autre , et par suite on aura 
l’équation de la tangente commune. 

L’équation du cercle A sera as* -\-y' = R* ( i ) ; 
celle du cercle B sera/* -\- ( x — m )* = R'*....( 9 ). 

Soient x', y , les <eoordonnées d’un point quelcon- 
que G du premier cercle.L’équation du rayon A G sera 

y = L’équation du rayon B G' parallèle à 

X 

A G , sera y (x — m) ( 4 ). Gela posé , si nous 

exprimons les coordonnées du point G' en fonction» 
d’a;' et d’y' , les deux points G et G' seront toujours 
assujettis à être situés sur deux rayons parallèles, et 
la position du point G' changera , lorsqu’on fera varier 
celle du point G. Pour cela , cherchons les coordon- 
nées du point commun è B G' et au cercle B , il suffit 
do combiner les équations 9 et 4 > qui sont : 

y* -f- ( X — w)* = R'* , cty — ^{x — m ). Substi- 

X 
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■ luant la valeur dy dans la première on a: , ' 

•?-_ ( ® — JM )* -|- ( x—m )’= R'* ; d’où ( x—m ) J \y ' * 
-j-a;' * ) = R’’ ; et comme y'* -f" *'* = R*i U vient: 

(x-m)*R*=R'*x'*.; 

• ' d’où (x — m)R = +R'x 

d’où X— ^ ^ J • telle est l’abscisse du pointe. 

R 

Substituant cette valeur d’x dans l’équation du 
rayon R C‘ > il vient: 

y = ^ ^ — ”* « j équation qui se ré- 

duit à : 

y = + —-L. Ordonnée du point C. 

R. 

L’équation d’une droite passant par deux points 
(x, y')(x',y)csl: , , . 

Y — y' — ^ ^ ® mettant à la place de 

■* . ■ i X X 

x’ , y', les coordonnées du point G', l’équation de la 
droite C G' sera : . • . j 

■'* i' ■ , • . / T R'/ 

• ■ l ■- J R , , , ■ 

• • . X — 



R 
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ou 



.__r'(RTR') 



. ( X X' ). 



' x'CRIftt')— mR 
* Maintenant, si l’oti veut exprimer que la droite G G' 
est tangente au cercle A , il suIQt de poser 

/(R T R') _ . 



x'(R + R') — mR j” 

/ 

D’où/» ( R T R’ ) = — .<■ ( R T R' + m Rx' 
D’où x» = — L5-ÎJLJ» Pour avoir l’ordonnée du 



m 



point de contact air cercle A , mettons la valeur de 
ù la place de x dans l’équation do ce cercle, on aura: 



R 






DISCUSSION. 

♦ 

D’abord h chaque valeur de x' , correspondent deux 
valeurs égales et de signes contraires pour j'.Lfes valeurs 
de X sont toujours réelles , il n’en est pas ainsi de celles 
de y'. 

L’inspection des valeurs d’x' et d’j'' , fait voir que le 
problème admet en général quatre solutions, ce qui 
devait arriver. 

On ne peut pas prendre le signe supérieur dans la 
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valeur de x et le signe inférieur 'dans celle de y', car 
alors on n’aurait pas , conune il est facile de »’ en assu- 
rer , x'* = R'* , ce qui doit toujours orrirer. 

M > R -f R , et R > R’. 



Les valeurs de x' seront positives. Les valeurs de y 
seront réelles puisqu’on aura m* ]> ( R R’ )’; donc 
il Y aura quatre tangentes communes. 



M = R -fR'. 

Les valeurs de x‘ se réduisent à : æ' : 



R (R — R' ) 
m 



et *' = R les valeurs dey' sont 



. R 1 

/ = ± — v/ »«* — { R — R' J* ety=± C. 

Il y aura trois tangentes communes , ce qui devait 
arriver; puisque par hypothèse les deux cercles sont 
tangens extérieurement. 

Il sera très-facile aux élèves de continuer cette discus- 
éion, nous ne nous y arrêterons pas davantage. 



Si sur une droite A B { fig. i8 ) on élève des 
perpendiculaires M P, M' P'j ... telles qu’on ait 
MP* = APXPB;M'F* = AFXP'B; 
on demande quel sera le lieu dse points m, m'... 

En décrivant sur AB, comme diamètre, une cir- 
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conférence de cercle, elle passera par le point m; ctr 
si elle passait en O, par exemple, on devrait avoir O 
= A P X P B ; donc O P = M P , ce qui est ab- 
surde; donc le Heu cherché est une circonférence 
décrite sur A B comme diamètre. 

On peut aussi demander de trouver l’équation du 
lieu en question. 

Pour cela nous poserons A B = a R; nous ferons 
M P =y ; A P = a?; P B sera a R — x. 

Daprès l’énoncé on aura j^* = ®(aR — x), pour 
l’équation cherchée: donc , etc. 

Etant donnés un angle et un point situé dans cet 
angle, mener par ce point une sécante telle 
quelle soit divisée en deux parties égales au 
point considéré. 

\ 

Ce problènae est résolu dans la géométrie de Le- 
gendre. Voyons comment on résoudrait la question 
si les deux parties de la sécante devaient être dans 
un rapport donné; par exemple, comme m ; n. 

Soit B A C f ^g. 1 9 ) l’angle donné et O le point 
considéré. Par le point O, menons O D parallèle h 
A C; cherchons une quatrième proportionnelle aux 
trois droites m , n , D A ; soit D B celte quatrième , en 
joignant B O , le problème sera résolu. 
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Ce problème admet deux solutions qui rentrent l’une 
dans l’autre , comme il est facile de s’en assurer. 

Legendre définit les côtés homologues de deux figures 
semblables ceux qui sont adjacens à des angles égaux , 
ou qui occupent la même position dans les deux figures. 

On sent qu’il y a quelque chose de vague dans la 
seconde définition ; cependant il y a des cas où cette 
définition est la seule applicable , par exemple : deux 
triangles qui ont les côtés homologues proportionnels sont 
'semblables. Lorsqu’on a fait deux triangles , quels 
sont les côtés homologues ? ce sont ceux qui occupent 
la même position dans les deux figures ; car on ne 
peut pas dire que ce sont ceux qui sont adjacens à 
des angles égaux , puisqu’on ne sait pas si les triangles 
ont les angles égaux , et que c’est précisément ce qu’il 
' s’agit de prouver. Mais, dit-on , qu’entendez-vous par 
occuper la même position dans les deux figures ? Nous 
répondrons à cela que c’est une manière d’être sensible 
pour tout le monde , quoiqu’on ne puisse la définir. 

On démontre facilement que deux polygones sem- 
blables sont composés d’un même nômbre de triangles 
semblables ; on insiste sur la preuve que ces triangles 
sont semblablement placés , conformément à l’énoncé. 

Il nous semble qu’on peut dire qu’il en est ainsi , 
attendu que ces triangles ont pout* côtés homologues 
des lignes homologues des deux polygones , et que par 
suite ces triangles occupent la même position dans les 
deux figures ; ou bien encore, parce qu’ils sont assem- 
blés sous des angles respectivement égaux. 
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Lorsqu'on applique le calcul à la division d’une 
droite en moyenne et extrême raison , on trouve deux 
solutions , attendu que l’équation il laquelle on est 
conduit est la traduction d’un problème plus général 
que celui qu’on a en vue.' Cette seconde solution 
est la longueur A C ( fig. 20 ). Si A B est le rayon 
d’un cercle , A G sera le côté du décagone inscrit dans 
ce cercle ; on demande ce que sera A C‘, ou la seconde 
solution du rayon divisé en moyenne et extrêniè raison ? 

A C’ est la corde qui joint de trois en trois les 
sommets du décagone. En joignant ainsi les sommets 
jusqu’il ce qu’on revienne au point do départ , on 
formé un polygone régulier de dix côtés qui, à cause 
de sa forme, se nomme polygone étoilé. 

Pour le prouver, soit A F le rayon d’un cercle ( fig. 
21 ). Divisons-le en moyenne et extrême raison; A G et 
A G' seront les deux solutions. Portons A G dix fois sur la 
circonférence. Il - suffira de faire voir que la corde 
A E = A G'. Pour cela, joignons F D et D E.' L’angle 
A F D a pour mesure de la circonférence ; l’angle 
A O F a pour mesure la moitié de ^ , plus la moitié 
d’un ^ de la circonférence ; ou ^ ; donc le triangle 
A O F est isocèle , et par suite A O = A F == C G'. 
Il reste il prouver que O E = D É = A G.; Or-l’angle 
D O E a pour mesure l’angle O D E a évidemment 
la même mesure. Donc, etc. * 




Par un point D ( fig. 22 ) pris hors d’un plan, 

• i 
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abaisser une perpendiculaire sur ce prlan. 



On prend sur le plan M N trois points A , B , C , éga- 
lement distons du point D ; soit O le centre du cercle 
passant par ces trois points , la droite D O sera la per- 
pendiculaire demandée. En effet , s’il n’en était pas 
ainsi , soit D I cette perpendiculaire; les obliques AD, 
BD , C D , sont égales par hypothèse ; donc elles 
s’écartent également du pied de la perpendiculaire; 
et par suite les distances A 1 , B I , C I , seraient égales. 
Or le point O est également distant des trois points A , 
B , C , donc il y aùrait sur le plan M N deux points éga- 
lement distans des trois points A , B , C , co qui est 
impossible. 

À -A ' \ ' 

Im manière dont on vient de résoudre le problème 
précédent suppose que ^ par un point pris hors 
d’un plan J an puisse toujours abaisser une per- 
pendiculaire sur ce plan. Ce théorème a besoin 
d’être démontré ; c’est ce que nous allons faire. 



Soit A un point pris hors du plan MN./' fig. bis J. 

Dans cq plan ^ tirons la droite <juelconque B C. Du point 
A , on pourra toujours abaisser sur cette droite la per- 
pendiculaire A E. Dânsie plan M N , et au point E, me-’ 
nons E D perpendiculaire sur B C ; les deux droites 
A E , E D , déterminent un plan , dans lequel il sera 
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toujours possible d’abalsscr du poînt A , une perpen- 
diculaire sur E D. Prolongeons A D d’une longueur D F 
égale h elle-même , et joignons A B , FE , F B et D B , 
le point B étant un point quelconque de B G. Cette der 
nière droite étant perpendiculaire aux deux droites DE 
et A E , est perpendiculaire au plan A D F E , et par 
conséqucnt.perpendiculaire h EF, qui est une droite 
passant par son pied dans ce plan ; donc l’angle F E B 
est droit et égal à l’angle BEA. Les distances A E 
et E F sont égales , B E est commun aux deux trian- 
gles ; donc ces triangles sont égaux , et A B = B F. 
La droite D B a donc deux de ses points également 
distans de A et.F ; don& elle est perpendiculaire sur 
A D , ce qu’il fallait prouver. 

Lm plut .courte dUtimee .entre, deux droitea.de l’e^\ 
paçe est une perpendiculaire commune ù.ces deux- 
droites. • '> " 

. Soient, i’/(g4 s5 ) A et B les denx points les plus voisins'- 
de deux droites de.l’espacei, la ligne A B' mosurant la 
plus courte distance du point A h la droite G D", 
esl, perpendiculaire sur C D ; la Ugpe A'B ^mesurant 
la plus courte distance du pomt B à la droite ET , esli 
po^endiculairc] sur, E F ; donc , _ etc.. 

• _ -rî f ■ 

I \ • • I ' ^ 

Réciproquethent , si Une droite est perpendiculaire à 



% 



J2 



de^ux droites de T espace , elle mesurera leur plus 
courte distance. ^ ■ 

I ^ ' 

Soit ( fig. 24 ) la droite E F perpendiculaire aux 
deux droites A B et G D. Par le point F meûons F O 
parallèle à A B. Prerfons deux points quelconques M 
et N sur les deux droites en question , il suilira de 
prouver que M N sera plus grande que E F. Pour cela, 
abaissons du point M une perpendiculaire sur le plan 
P Q. Le plan A E F étant perpendiculaire au plan' 
P Q', notre perpendiculaire rencontrera ce dermêr 
plan en un point de F O , donc MO=^EF; or on a 
évidemmèot MO = EF < M’N,ce qu’il fallait 
prouver. 

Il résulte de ce que nous venons de dire , que pour 
trouver la plus courte distance entre doux droites , il 
suffit de mener une perpendiculaire commune à ces 
deux droites. ■ . 

Étant données deux droites dans l’espace , déter- 
miner leur plus courte distance. 

Soient A B et G D ( fig. 2S ) les deux droites don- 
nées. Par un point E , pris sur G D , menons E F 
parallèle à A B , et faisons passer par les droites G-D,- 
£ F un plan M N qui sera parallèle à A B. D’un point 
quelconque I de la ligne A B , juonou I O perpen^, 
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diculaire sur le plan' M N : pnr le point O menons O G 
parallèle à E F ; prenons I II = O G , puis joignons 
G cette droite sera perpendiculaire aux deux droites 
données; donc elle mesure^^- leur plus courte distance. 

Les deux lignes G O et I H sont parallèles , comme 
parallèles à une troisième £ F , de plus elles sont égales; 
donc la figure I H G O est parallélogramme ^ la ligne 
II G est donc perpendiculaire au plan M N , et par 
suite aux deux droites A B et C D. » j hV 

Lorsque deux pians parallèles M N , PQ , { flg. 
26 ) sont coupés par un troisième RS , la somme 
des angles intériéurs qu’ils forment avec ce troi- 
sième j est égal à deux droits. 

Soient A B et C D les intersections des deux plans 
parallèles par le troisième , dans le plan sécant menons 
K I perpendiculaire sur A B , et au point O , dans lô 
plan M N , menons £ F perpendiculaire à A B ; par les 
deux droites K l et £F , faisons passer un plan qui 
coupera le plan P Q suivant une droite G H , per- 
pendiculaire à G D. Cela posé , on voit que les angles < 
formés par les deux plans parallèles avec le plan cou- 
pant , sont mesurés par ceux que forment |es deux ' pa- • 
rallèles £ F et G H avec la séeautc K I. 11 est facile d’en , 
conclure que la proposition énoiicé&est vraie. 

Mais il n’en est pas ainsi de la réciproque , car on 
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peut imaginer une foule do plans qui fassent avec le 
. plan R S des angles égaux à Tangle E O L , et qui ren- 
contrent le plan P Q. , / 

*f * ■ * , » • 

Ainsi dans la figure ( ^ ) les deux plans A B et Ç D 
peuvent former avec le plan M N des angles égaux, 
quoique les deux premiers se coupent suivant 0^ D. 

, H’ résulte de ce que nous venons de dire : que lorsque 
^ deux platu parallèles sont coupés par un troisième , 
ce système de plans a les mêmes • propriétés que deux 
droites parallèles coupées par une sècartte , savoir ; les 
angles alternes inteimes sont égaux , etc. nuûs que toutes 
le» réciproques sont fausses. , . ^ 

J 

Par une droite donnée on peut toujours faire 
passer un plan perpendiculaire à un point donné, 
et l’on n’en peut faire passer qu’un seul. 

X 

Soit ( fig. 28 ) M N le pian donné , et A B la droite 
par laquelle pn veut mener un plan perpendiculaire 
au premier. Par -un point quelconque 0 de la droite 
AB «menons OX perpendiculaire sur le plan M N, 
puis par les .deux droites A B, 0 X, faisons passer un 
, plan qui sera le plan 'demandé, cômme passant par 
une droite 0 X perpendiculaire au plan M N. . * 

* Mous disons qu’on n’en peut faire passer qu’un seul ; 
car supposons qu’on puisse en faire passer un autre 
A G D B ; du point 0 , on pourra toujours abaisser une 
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perpendiculaire 01 sur l’intersection CD; on sait 
que 0 I serait perpendiculaire 'au plan M N; donc par 
un point 0 pris hors d’un plan , on pourrait abaisser 
deux perpendiculaires sur ce plan , ce qui est absurde. 

«k 

Lortqu'une droite ^ ^ ( fig. 29 ) e$t parallèle à 
un plan M N » si par un point O , pris dans le 
plan M N , on mène une parallèle à A B, cette 
parallèlt sera tout entière dans le plan M N. 

En effet , supposons que O D , parallèle è Â B » ne. 
soit pas dans le plan M N. Joignons le point 0 arec un 
. point quelconque I de la droite A B , et par les deux 
droites 01 et AB faisons passer un plan dont l’intersec- 
tion avec le plan M N sera la droite 0 C. Cette droite 
O C sera parallèle à A B : car si A B pouvait rencontrer 
O C , elle rencontrerait le plan M N ce qui est contre 
la supposition ; donc par le point O on pourrait mener 
deux parallèles à A B , ce qui est inqtossible. ' 

CorsIequbrce. Lorsque deux plans parallèles à une 
droite se coupent, leur intersection est parallèle i cette 
droite. Cette conséquence est fort utile dans plusieurs 
questions de géométrie descriptive. 

Ce que nous venons de dire repose sur ce que, par 
un point de l’espace, on ne peut mener qu’une parallèle 
à une droite. Nous allons le démontrer. - 
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Nous rappcllorons d’abord que par trois points non 
en ligne' droite on ns peut faire passer qu’un’ plan. 
Maintenant , soit ( fig. 3o j A B • la droite donnée 
et C le point par lequel on s'e propose de lui mener 
une parallèle^ La chose est toujours possible , puisque 
les trois points ABC déterminent un pian, sur lequel 
ou pourra appliquer le procédé connu. Soit donc C D 
parallèle à A B. Si par le pohit G , on pouvait mener 
une autre parallèle C Ë è A B , comme deux parallèles 
sont toujours dans un même plan , il faudrait que nos 
trois droites fussent dans un même plan ; puisque sans 
cela, par les trois points A, B , C, on pourrait conduire 
deux plans dilTéreus , ce qui est impossible. Or , dans 
un plan et par un point donné on no peut mener 
qu’une parallèle h une droite ; donc il en ost ainsi 
pour un point et une droite dans l’espace. 

Lorsque par un point pris sur' une droite on eiève 
à cette droite plusieurs perpendiculaires elles sont 
toutes dans un même plan. 

Soit A B (fig. droite considérée, et C le point 
en question. An point G élevons un plan M N perpen- 
diculaire h la droite A B. Supposons qu’une droite O G 
perpendiculaire b A B , ne se trouve pas dans le plan 
M N. Pat* les deux droites A B et O G , faisons passer 
ua plan qui coupe le plan M N suivant G D. On aurait *■ 
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dans le plan A C 0 P deux perpendiculaires A la droite' 
A B , ce qui est impossible. — 

On dit qu’une droite est perpendiculaire à un plan 
lorsqu’elle est perpendiculaire à toutes les droites qui 
passent par son pied dans ce plan. On demande s’il eit 
toujours possible qu’une droite soit perpendiculaire seule- 
ment à deux droites passant par son pied dans un plan. 

Pour le prouver , prenons ( figdl ) une droite A B , 
par cette droite conduisons un plan quelconque ABC, 
et dans ce plan menons ^B C perpendiculaire sur A B : 
par la meme droite A B , conduisons un nouveau plan 
et dans ce dernier plhn , menons D B , perpcndiculairo 
' sur AB; les deux droites BC, BD, déterminent un 
plan , et l’on voit que la droite AB est perpendiculaire 
à deux droites passant par son pied dans ce plan ; 
donc enfin la question est toujours possible. 

t ' ► • ' , 

J 

Par un goint pris^iors d’un plan^ on peut toujours 
mener un plan parallèle au premier. 

• \ 

Soit ( fig. ,32 ) MN le plan donné, et A le point 

pris hors de ce plan. Du point A abaissons une perpan- 
diculaire sur le plan M N , cela e§t toujours possible. 
Par le point B , et dans le plan M N, menons une droite 
quelconque D B ; par les deux droites AB , B D, conce- 
vons un plan, et, dans ce plan , menons” par le point A 
une parallèle à B D; cette paràllèle A F sera pcrpcndi- ‘ ' 



f 
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culairc h AB. On répétera la meme construction pour 
les deux droites B G , A E ; alors le plan E A F sera 
perpendiculaire à la droite AB , et par conséquent pa- 
rallèle au plan M N. ' 

Par un point pris hors d’une droite, on peut tou- 
jours abaisser un plan perpendiculaire sur cette 
droite , et l’on ne peut en abaisser qu’un seul. 

Soit AB/' fig. 34 bis ) la droite donnée , et G le 
point pris hors de cette ligne. Du point G menons 
G D perpendiculaire sur A B , et par le point D , dans 
un plan différent du plan ABG , imaginons' une 
droite D E , aussi perpendiculaire sur A B. Il est clair 
que le plan G D E sera le plan cherché. Supposons 
maintenant que par le point G on puisse conduire 
un nouveau plan perpendiculaire sur AB, et soit O le 
point commun à ce plan et à la droite , en joignant 
G O , clic serait perpendiculaire à A B ; donc d’un point 
pris hors d’une droite, etc. 

Si le nouveau plan passait par la droite GD, sa 
trace sjir le plan A E B serait une droite telle que 
D I , qui serait perpendiculaire à A B , ainsi que E D , 

ce qui est absurde; donc le théorème est démontré. 

* 

Nous engageons les jeunes gens à démontrer le 
théorème analogue , en prenant le point sur la droite. 
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Si une droite est perpendiculaire à un plant tout 
' plan parallèle à cette droite sera perpendiculaire 
au même plan. 

Soit ^ /îgf. 54 ter j A B , une droite perpendiculaire 
an plan M N, et P Q un plan parallèle à A B. Du point- 
B , abaissons une perpendiculaire sur R Q , par les 
deux droites A B j B 0 , conduisons un plan dont l’in- 
tersection avec le plan PQ sera OC; la droite O C# 
parallèle à AB, sera perpendiculaire au plan M N; donc 
l’angle D'O C , est droit , ce qu’il fallait prouver. 

On s’appuie sur ce théorème pour fak-e passer une 
sphère par quatre points non situés dans le même plan. 

On démontre que dans deux angles trièdres, compo- 
sés de trois angles plans égaux chacun à chacun, 
les plans qui contiennent ks angles égaux ont' 
la même inclinaison dans les deux figures. On 
suppose ordinairement ^ qm la perpendiculaire 
abaissée d’une des aréies sur le plan supposé , 
-tombe'dans l’intérieur de l’angle irièdre. Le con- 
traire pourrait^ arriver ; nous allons examiner si 
te théorème est toujours vrai. . . 

Soient 53 / S et F , les deux angles trièdres con- 
sidérés, fonhés léspectivement des ti^is angles plana 
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S B , B S C , A S C , et E F II , II F I , E F I. Supposons 
que la perpcndiculaîrc A O , abaissée sur le plan B SC, 
tombe hors de l’angle trièdre. Du point O abaissons les 
perpendiculaires O B, OC, et joignons AB, puis faisons 
la même construction dans l’autre angle trièdre, après 
avoir pris EF=S A. Les deux triangles AS B etEFII 
sont évidemment égaux; done S B = F II et A B = 
EU. On verrait do même que SC = FI. Maintenant 
la figure S O B C peut s’appliquer sur la figure S G III, 
done O B = G 11. Les deux triangles A O B et E G H 
sont égaux comme ayant l’hypoténuse égale et un côté 
égal, d’où il résulte que l’angle A B O = EIIG; par 
conséquent leurs supplémens A B D et E 11 K sont 
égaux; c’est îi dire que l’inclinaison des plans ASB , 
B S C , est égale h celle des plans E F II et II F I , ce 
qui prouve que le théorème est encore vrai. 



Lfif'sque. deux angles trièdres sont composés de trois 
i\ipngles plans, égauqc chacun à chacun ils sontj com- 
' on le sait-i ou égetux par supposition ^ ou égaux 
^par symétrie. Nous allons proüver que si- en outre 
-./es atigles trièdres sont isocèles » on pourra tou- 
les appliquer l’un sur l’autre , . '‘.i. 

Soient ( fig. 34 ) les angles trièdres S et E composés 



de^jlÇois an^s plans égaux chacun à chacun , et tels, 
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«'gnnx aux angles DEF, FEG. Il résulte de'la cons- 
truction connue »jiie îles deux triangles A S B , B S C , 
sont égaux: en effet, ils ont chacun un angle droit en 
A et C , l’angle ASB=BSC, et le côté S B commun ; 
doncAB = BC. Les deux triangles ABO et BOG 
sont égaux comme ayant l'hypoténuse égale et un 
côté égal ; donc les angles B AO et B G O sont égaux; 
c’est à dire que l’inclinaison des plans A S B , ASG = 
l’inclinaison des plans AS G et BS C.On prouverait do 
la même manière que l’inclinaison des- plans D E F , 
D E G est égale à celle des plans DÈG, FEG; de plus 
ces inclinaisons sont évidemment égales aux premières. 
Maintenant, de quelque manière que l’on présente les 
angles solides , on pourra toujours les appliquer l’un 
sur l’autre; car , les plans ayant la môme inclinaison 
dans l’un et l’autre , coïncideront nécessairement. 

Remarque. Si nous supposons nos deux angles triè- 
dres placés au centre d’une sphère, les plans qui com- 
posent les angles solides détermineront sur la suiTaco 
de la sphère deux triangles sphériques égoux; c'est à 
dire qui ont toutes leurs parties égales; do plus, ces 
triangles sont isocèles, et il résulte de ce que nous 
venons de dire qu’on pourra toujours les appliquer 
l’un sur l’autre. 




Étant donnés trais angles plans , on peut toujours ‘ 
construire avec ces trois plans ^ tm angle Iriédre, 
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AC et A E pcrpcndicalaircs aux plans M N et P Q. 
Par CCS deux droites faisons passer un plan dont lo« 
intersections avec Içs deux premiers «ipront les droites 
B C et DE. II est évident que ces deiix droites sont* 
perpendiculaires à P M , intersection des deux pre- 
miers plans , et que, par suite, l’angle CDE est la 
mesure de l’ongle formé par ces ' plans ; or les deux 
triangles ABC , BDE sont semblables: en efiet , i 
1{$ angles en B sont égaux , l’angle C égale l’angle ^ 
comme droits , donc l’angle D ou l’angle dçs .deux 
plans est’^sl k "l’angle A. 

Soient maintenant les deux plans MN et PQ ('/tg. 37 ^ 
et le point A situé dans l’intérieur de l’angle que font 
entre eux ces deux plans. Menons les perpendicu- 
laires AB et AD b chacun do ces- plans , et par ces 
perpendiculaires concevons un plan dont les traces , 
sur Jes deux premiers , seront C B et C D. Les angles 
B et D seront droits , les angles A et C valent donc 
ensemble deux droits ; donc , dans ce cas , l’angle 
A , formé par lo9 disux perpendiculaires , est supplé- 
ment de l’angle Apsoé par les deux plans.*^ '' ’ 

Si ; par nP'.j|ljfiA‘pris fig. 38 /dans l’intérieur d’un 
anj^ trièdife^l ôii mène des perpendiculaires O F , 

0 D', O E i aüx'trois plans’ ASC,ASB, etBSC, 
en imaginonl des plans passaïit pàr ces droites, consi- 
déré^dcux.b deux, et concevant un plan passant par 
les trois 'points F ; £ , bii formera 'un angle trièdre 

O D F £ qiiC Ibôiviiiostaie-aiiglô'tl-Mré' supplémentaire 




du premier. On lui a donné ce nom parce qne les faces 
du second sont les supplëmens des angles du premier , 
et réciproquement , ce que nous allons prouver. 

Le point O étant pris dans l’intérieur de l’angle- des 
plans ASC, A S B , l’angle D O F , d’après co que 
nous avons dit plus hauf , est le supplément de l’angle 
formé par ces plans. On prouverait de même que les 
autres faces du second angle trièdre sont les supplé- 
mens des angles du premier , et que la réciproque 
est vraie. . . • ■ i ^ 

Ccl^ posé , les six choses qui composent un angle 
trièdre, savoir les trois angles et les trois faces, combi- 
jiées trois à trois,- donnent lieu à -vingt combinaisons 
qui no donnent que six cas difTérens , savoir : i* les 
trois faces : s* deux faces et l’angle compris ; deux 
faces et l’angle opposé è l’une d’elles; 4* les trois 
angles : 5® deux angles et la face comprise ; 6" deux 
angles et la face opposée à l’une d’elles. 

Or , d’après ce que nous venons de dire sur l’angle 
trièdre supplémentaire, il est facile de voir que les 
trois derniers cas rentrent dans les trois premiers : eu 
clTct , supposons que l’on donne les trois angles d’un 
ongle trièdre , on pourra les considérer comme les, 
trois faces de son supplémentaire ; alors , résolvant ce 
dernier, en supposant qu’on, sache opérer dans le 
premier cas ; ensuite prenant les supplémens des di- 
verses parties de 4’angle trièdre ainsi déterminé , on 
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aura toutes les parties du premier. II nous suiüra donc 
de nous occuper des trois premiers cas. 

I* .0» donne les trois faces d’un angle trîèdrej 
• trouver les trois angles, ; 

( 

^ > . 

Soient ASB, ASC,CSD,^ fg. 69 ) les trois 
faces données , nous supposerons que,, les faces ASB, 
C S D soient rabattues sur le plan A S G. Prenons , à 
partir du point S , deux distances égales SE, S F , 
on pourra regarder les deux points E et F ^mme 
provenant d’un même point de la troisième arête, 
par suite du mouvement supposé ,, puisque dans ce' 
mouvement chacun des points de cette arête conserve 
sa distance au point S. Cela posé >'par les points E, F, 
menons les perpendiculaires E 0, F 0 aux droites S C, 
S A. Ces perpendiculaires pourront être considérées 
comme les projections , sur le plan ASC, des arcs de 
- cercles que décrit le point représenté par E et F. 
Concevons maintenant que G E reprenne sa première 
position, elle ne cessera pas d’être perpendiculaire à 
S C , et alors l’angle formé par les deux droites G E 
et OG sera l’angle des deux plans A S'C , G S D. Pour 
' construire' cet angle , faisons tourner son p lan autour 
de 0 G, jusqu’à ce qu’il se confonde avec le plan ASC; 
le point de la troisième arête devra , après le mouve- 
ment', se trouver sur une perpendiculaire élevée ou 
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point O à la ligne O G , et de plu8 , sur un arc de 
cercle décrit du point G , comme centre , avec G E 
pour rayon ; cela est évident. Efiectuant cette cons- 
truction , et joignant H G, l’angle HGO sera l’angle 
demandé. 

On trouverait de même l’angle formé par les deu"' 
plans ASC, A S B. Il nous reste à déterminer le troi- 
sième angle: c’est à dire l’angle des deux plans A S B* 
C S D , à cet effet , concevons que par le point de la 
troisième arête , toujours représenté par E et F , après 
le mouvement , on mène un plan perpendiculaire à 
cette troisième arête , ses intersections avec les plans 
A S B , C S D seront deux droites perpendiculaires à 
la troisième arête , et qui , par conséquent , forme- 
ront entre elles l’angle des deux plans A S B , C S D. 
Or , les droites perpendiculaires h la troisième arête 
conserveront leur position durant le mouvement ; pour 
les obtenir , il suffit donc d’élever aux points E et F , 
des perpendiculaires EM'et EN aux droites SD', 
SB, la ligne N M sera la trace du plan perpendi- 
culaire à la troisième arête sur le plan ASC, l’in- 
tersection de la pyramide par le plan perpendicu- 
laire à la troisième arête est donc un triangle dont 
les côtés sont les droites N M, ME, N F, dans lequel 
l’angle opposé au côté N M est l’angle cherché. Cons- 
truisant donc ce triangle , on connaîtra le troisième 
angle. ^ 







/ 




a* On donne deux faces et l’angle compris. 

Soient^ fig. l^o j ASC, CSD, les deux faces don- 
nées, soit K l'angle donné, et supposons que le plan 
CSD ait tourné autour de C S pour se rabattre sur le 
plan ASC. Prenons sur SD un point quelconque E , 
qui représentera un des points de la troisième arête 
après le mouvement. Par le point E, menons E G 
perpendiculaire à S C, si le plan CSD prenait sa vé- 
ritable position , les deux lignes F G et O G feraient 
un angle égal h l’angle K; or , si l’on fait tourner le 
plan do cet angle autour de O E pour le rabatre sur 
le plan ASC, dans ee mouvement, GE deviendra 
une droite , G II faisant avec O G un angle II G O 
égal à l’angle K. Prenant donc G II égal h G E, et 
abaissant II O perpendiculaire sur O G , le point O sera 
la projection sur le plan A S C , du point de la troi- 
sième arête , représenté par E. Si par le point O on 
abaisse une perpendiculaire sur SA , et qu’on décrive 
du point S comme centre avec S E pour rayon un 
arc de cercle qui coupera O F au point F , et qu’on 
joigne S F , F S A sera la troisième face : il serait fa- 
cile de détemliner les deux autres angles. ’ 

5“ On donne deux faces et l’angle opposé à l’une 
d’ elles. 

Soient ( fig, lii j A S C , C S D. les deux faces don- 

% 
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née» , K l’angle opposé au plan G 8 D , nous ferons 
toujours tourner le plan GSD autour de G S , jusqu'à 
ce qu’il se confonde arec le plan A S G , et de plus , 
pour plus de simplicité , nous supposerons le plan 
A S G horizontal. 

Gela posé , par un point quelconque E, pris sur SD, 
menons E G perpendiculaire à S G , et imaginons, par 
la droite £ G A , un plan vertical. Ge plan coupera la 
pyramide suivant un triangle dont deux côtés seront 
A G et GE, et dont le troisième sera l’intersection 
de ce plan avec le plan do la troisième face : or , si 
l’on faisait tourner le plan vertical autour de A E . 
pour le rabattre sur le plan A S G , le point de la troi- 
sième arête représenté par E , devrait se trouver sur 
un cercle décrit du point G comme centre avec G E 
pour rayon ; ce point devrait également se trouver 
sur le troisième côté do triangle en question ; il s’agît 
donc de trouver la direction de ce côté après le second 
mouvement , en observant qu’il passe au point A. 

Du point G abaissons G F perpendiculaire à S A, et 
par celte droite concevons un plan vertical ; la trace 
de ce plan sur celui de la troisième face serait une 
droite qui , avec F G , formerait un angle . égal à 
l'angle K , et le point oîi cette droite serait rencontrée 
par la verticale élevée au point G , serait évidemment 
un des points de l’intersection du premier plan vertical 
avec le plan de la troisième face. Gherchons d’abord 
à déterminer la longueur de celte verticale , et pour 

4 
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cda concevons qne le plan rcrtical, mené suivant F G, 
tourne autour de cette droite pour se rabattre sur le 
plan ASC, Faisons au point F un angle O F G égal à 
l’angle K, au point G menons GO perpendiculaire à 
F G ; il est clair que G O sera la longueur de la ver- 
ticale. Si maintenant nous faisons tourner le premier 
plan vertical autour de AF « pour le rabattre sur. le 
plan ASC) celte verticale tombera sur G G , et le 
point O en G } de manière que G G égale G O. Joignant 
A G , on aura la direction du troisième côté du trian- 
gle en question , du point G comme centre avec G E 
pour rayon , décrivant un arc de cercle il coupera la 
droite A G aux points M et N , ce qui fait voir que le 
problème admet deux solutions. Si nous supposons 
que le plan de la troisième face tourne autour do A S 
pour se rabattre sur le plan A S G , les points M et N 
devront se trouver , après le mouvement , sur des arcs 
de cercles décrits du point A comme centre avec les 
rayons A M et A N ; or ces points doivent aussi se trou- 
ver à une distance du point S égal, à SE. Décrivant 
donc du point S comtne centre, avec un rayon égal î» 
SE, un arc de cercle qui coupe les premiers aux points 
H et I, et joignant S I et S H, les angles I S Aet 11 S A, ^ 
sont les trois^mes faces qui, avec les données de la 
question, peuvent former un angle Irièdre. 

Le nombre des solutions est donné par le nombre des 
.rencontres de la droite A G par l’arc décrit du point 
(r , comme centre avec G E pour rayon. Ainsi , le 
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problème peut admoltrc deux solutions : nnc seule 
si|,la droite est tangente h l’arc de cercle ; cnfln.il de-^ 
vient impossible si l'arc et la droite no se rençou- 
trent pas. 

i 

Étant donné un polygone , en construire, un sem- < 
blable , qui en soU les 3/5. ,! i • 

» 

Soit P / fig, 43 ) le polygone donné ; il est évident 
qu’il suffira do connaître , dans la figure cherchée , 
je côté homologue à A B. Pour cela , traçons une ligne 
indéfinie , et prenons sur cette ligne une partie C E 
= 3 , et une partie E D = 5. Sur C D comme 
diamètre , décrirons une demi - circonférence ; au 
point E élevons la perpendiculaire E F , joignons 
F C et F D ; puis , sur F D , prenons F O = A B ; 
par le point O , menons une parallèle 0 1 & C D , et 
FI sera le côté liomologue à AB dans la figure 
cherchée. Le reste de la démonstration est le méine 
que s’il s’agissait de trouver un carré qui fût ^ un carré 
donné comme m \ n , problème du troisième livre do 
Legendre. 

Etant donnés deux polygones semblables , trouver ^ 
deux droites qui soient dans le même rapport 
que les deux polygones. 

On prendra deux droites qui se coupent à angle 

4. 
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droit. Sur l'une d’elles on prend une longueur égale à 
lin côlü du premier polygone, sur l’outre on prend 
une longueur égale au côté homologue du second po- 
lygone ; on joint les extrémités do ces longueurs , de 
l’angle droit on abaisse une perpendiculaire sur l’hypo- 
ténuse, et les segmens de l’hypoténuse sont les droites 
cherchées. 11 suffit de rappeler que ces segmens sont 
entre eux comme les carrés des côtés adjacens. 



Étant donnés deux rectangles^ trouver deux droites 
qui soient entre elles comme ces rectangles. . 



Soit A et B la base et la hauteur d’un rectangle; A' 
et B' la hase et la hauteur de l’autre ; le rapport des 

rectandcs sera égal à A ? . . or il est facile de voir 

b O . 

AB 

que — 77- est une quatrième proportionnelle aux trois 

A 11 

droites A’ , A , B : soit X cette quatrième. Le rapport 
X 

ci-dessus est égal h — ; donc ces deux lignes sont 
B 

entre elles comme les deux rectangles donnés. 



Étant donnés deux parallélipipèdes rectangles, trou- 
ver deux lignes qui soient entre elles comme ces 
deux solides. 



Suit A, B, G, les trois dimensions du premier; A', 
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B'k C', celles do second. Le rapport des deux toIoibcs 

ABC AB 

est égal à t;-» or, ^^-^peot être rentplacé par 
A' B‘ G' A 

X , cette dernière ligne étant une quatrième aux trois 
lignes A' , A , B ; le rapport en question sera donc égal 
XC B'C' 



à 



B G' 



. est évidemment une quatrième aux trois 



droites G, B', G'; or, «ern égal è l’unilé difi- 

B' G 

sée par celte quatrième: si on l’appelle Y, le second 

X 

rapport devient égal à — ; donc les deux lignes X et 
Y sont comme les deux solides donnés. 



Le volume d’une pyramide triangulaire est égal 
au tiers du produit de sa base par sa hauteur. 



Soit A B G ^ fig. 44 ) la pyramide considérée ; di- 
visons les arêtes en deux parties égales, ei. joignons 
ces points de division deux h deux. Nous formerons 
aussi deux pyramides SDëF et EGBH qui sont 
égales, ce que l’on pourrait prouver facilement par 
la superposition. Plus deux prismes triangulaires D E 
F, A G I et G E H, I F G , qui sont équivalons comme 
nous allons le faire voir. Pour cela , achevons le pa- 
rallélipipède G L ; le second de nos prismes est la moi- 
tié du parallélipipède G L ; car le prisme a pour base 
G E H. moitié de G E K H, base du parallélipipède ; 
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ces deux solides ont même hauteur , qui est la dis- 
tance des deux plans GEHKetIFLC; donc , utc. 
Le premier prisme a pour base A G I , moitié de I G 
H C ; de plus ce prisme a la même hauteur que le 
solide G L ; donc les deux prismes sont équivalons. 



Cela posé, soit B la base de la pyramide S A B C, 
et H sa hauteur. Nommons B' la base d’une petite 
pyramide et H' sa hauteur. 

Le volume du prisme A G I D E F est égal à 



1 B X H _ B H 

4 2 4 *^ 



donc la valeur des deux prismes 



sera exprimée par 



B II 

4 



. En appelant V le volume de 



la pyramide et V' celui d’une des petites pyramides, 
on aura; 




Opérant sur la petite pyramide comme on l’a fait 
sur la grande , on aura de même 



V'='^ + »V 



v-Z^ + .v-. 
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Or. B' = -; H’=-J donc B' U = 

4 a 4* 3. 



D’oü V’ = + * V 

4* 4* a 



Et par suite a V' 



B H 

4- 4 



4-4V'. 



Substituant cette valeor dans la première égalité , 
elle devient : 



V _ BH-i-BH-f 4V'(«) 
4 4.4 

Or.B' = -5_ H'= ~j 
4-4 4 



donc B' ir = ® ” 



4.4.4 



B H -1- a V' 
d ou V = 

4.4. 4.4 



et par suite 4 V' = BH + 8 V'. 

4. 4 . 4 



\ 
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Stüjslituanl celte valeur dans ( i ), îl vient : 
y_BH + BH+ BH -}- 

4 4.4 4.4.4 . 



On voit que V est égal ë la somme des termes d’une 
progression décroissante dont le premier terme est 



BH 

4 



et la raison 




donc V = 




B H 

5 



4 



Déterminer J à l’aide^ du calcul, le volume du tronc 
de cône. 



Soit A B CD z' 45 ^ le tronc de cône qu’il s’agit 
de mesurer. Désignons la base inférieure par a* et 
par ô* la base supérieure ; appelons A la hauteur. Il 
est évident que si l’on connaissait les volumes du 
grand cône et celui du petit , leur différence serait 
égale au volume cherché. Désignons par at la hauteur 
du cône SCD. 

On a la proportion: a* I A* ;; f h x J* I x*, 
on a I â :l k -j- X I x; d’où 
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b k b at = a K 



d’où z~. 



bh 



b — a 



Pour avoir la hauteur < m , il faut ajouter A à la 
valeur d’a; , et il vient : 



s m 



b h . , ah 

•• « = — 

a — b a — (f 



Cela posé , en appelant V le volume du tronc de 
cône, on a : 

v__iA(o‘ — A’) 1 A(a* + aA+ A*); 

5 a— b “3 

donc le volume d’un tronc de cône est égal au tiers 
de sa hauteur multiplié par la base inférieure , plus 
la base supérieure , plus une moyenne proportion- 
nelle entre les deux bases. 

On peut trouver de la même manière le volume 
d’un tronc de pyramide coupée par un plan parallèle 
h sa base. 

prouver que deux polyèdres semblables sont entre 
eux comme cubes des côtés homobgues. 

Désignons par À et a deux sommets homologues 
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des (leux polyèdres. Décomposons les surfaces des poly- 
èdres, en Irîanglcs; si l’on considère tous ces triangles, 
excepté ceux qui forment les angles solides A et a, com- 
me les bases d’autant de pyramides triangulaires , (pii 
auraient leur sommet aux points A et n , les deux soli- 
des seront divisés en on même nombre de pyramides 
triangulaires semblables chacun h chacun, puisqu’elles 
auront les côtés homologues proportionnelles. 

Soit P, P', P'.,,, les pyrami(lcs.-qui composent le 
premier polyèdre ; p, p', p\,. les pyramides qui com- 
posent le s(icond. Soit A B un côté du premier, cl a 
le côté homologue de l’autre ; on aura : 

P : /J ;; A B’ : a ô’ • 

F : p’ A B‘ : a 
F; p :: Â~B’ : Té* 

D’où P : /J :: F : /j' :: F : />' donc, etc. 

. Connaissant la base d’un prisme ^ le côté du. prisme 
et son inclinaison sur cette base , on demande le 
volume du prisme. 

r 

Soit A C ^ fig. 44 bis ) le côté donné , et soit C O 
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la perpendiculaire abaissée du point C sur le plan de 
la base. Celle perpendiculaire , qui est la hauleur du 
prisme , est évidemment égale h A C sm C A 0 ; donc 
le volume du prisme sera connu. 

Lorsq«ril s’agit de démontrer que deux pyramides 
semblables sont entre elles comme les cubes des liglies 
homologues , on dit ordinairement : plaçons la plus 
pelîte dans la plus grande. On demande souvent si 
cela est possible. Pour le prouver , il suffit de se 
rappeler que, dans deux polyèdres semblables, les faces 
homologues sont semblables , également inclinées ; 
cela prouvera que toutes les faces de la petite pour- 
ront s’appliquer sur celles de la grande , lorsqu’on 
aura placé les sommets l’un sur l’autre. De plus', 
comme les bases de deux polyèdres semblables sont 
semblables , U en résultera que la base de la petite 
sera parallèle h celle de la grande. Le reste de la 
démonstration s’ achève facilement. 

Étant donnée une pyramide , on demande à quel 
point de la hauteur il faut mener un plan paral- 
Icjle à la base , pour que la section soit les trois 
quarts de la base. 

Soit H la hauteur de la pyramide et B sa base. 
Désignons par X la distance du sommet au point do 
la hauteur par lequel il faut mener le plan parallèle à 
la base. 
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On aura la proportion 3 : 4 II X* ; h H’. 

Il y — 

D’où X = — . 3, qui aéra la longueur cherchée. 



Etant donnée la base d’un prisme ^ que faul-il de 
plus pour que le prisme soit déterminé ? 

é 

Il suHit de connaître la longueur et la direction d’un 
côté ; cela résulte de la définition du prisme. 

Lorsqu’on coupe une pyramide quelconque par un 
plan parallèle à sa base, la petite pyramide ainsi 
formée est semblable à la grande. 

En effet , les deux pyramides ont des bases sembla- 
bles , et il est facile do voir que le sommet de l’une et 
de l’autre situé hors de la base est déterminé dans cha- 
que pyramide par deux pyramides triangulaires sem- 
blables; donc les deux solides sont semblables. 

DÉFINITION 

DES POLYÈDRES SEMBLABLES. 

Lorsqu’on définit deux polyèdres semblables, il faut 
bien se garder de croire que l’ensemble des pyramides 
triangulaires, dans chaque polyèdre, constitue ce po- 
lyèdre; car CCS pyramides triangulaires SC pénètrent. 
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Lorsqu'on démontre quo deux pyramides triangu- 
laires do bases équivalentes et do môme hauteur sont 
équivalentes, on suppose que leur différence est égale 
h un prisme triangulaire ayant pour base celle d’une des 
pyramides et une certaine hauteur. On demande si cette 
supposition est toujours possible, Pour répondre h cette 
question, on remarquera que la base restant la même et 
la hauteur pouvant varier depuis zéro jusqu'à l’infini, 
et cela d’une manière continue, les volumes des diffé- 
rens prismes passeront par les mêmes états de gran- 
deur ; alors un de ces prismes exprimera toujours la 
différence entre les deux pyramides, s’il en existe une. 

Lorsqu’on veut prouver la mesure d’un cercle , on 
démontre que la circonférence de ce cercle, multipliée 
parla moitié du rayon, ne peut être la mesure d’un 
cercle plus grand ni plus petit , et l’on en conclut quo 
ce produit exprime la surface du cercle en question. On 
demande si le produit est toujours la mesure d’un cercle. 
On répondra à cette objection en employant le raison- 
nement que nous venons de faire , en faisant croître le 
rayon depuis zéro jusqu’à l’inilnL 

On fait la même objection dans toutes les démonstra- 
lions analogues , telles que la surface d’une sphère , son 
volume, etc. On voit à présent ce qu’il faudra répon- 
dre. 

La résolution d’un triangle sphérique présente six cas 
différons, savoir: lorsqu’on donne les trois côtés ; deux 
côtés et l’angle compris ; deux côtés et l’angle opposé 






\ 



S 
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à l’im d’eiixj lcs trois angles; deux angles et un côté 
adjacent h cos angles ; deux angles et le côté opposé à 
l’un d’eux. , 

Au moyen du triangle supplémentaire , ces six cas 
reviennent h trois seulement. En clTet, supposons qu’on 
sache résoudre un triangle dans les trois premiers cas , 
et qu’on donne les trois angles d’un triangle , connais- 
sant ces trois angles on aura les trois côtés du triangle 
supplémentaire ; résolvant ce dernier à l’aide du premier 
cas , et prenant les supplémcns do ces diverses parties, 
on aura le triangle en question . 

Décrire un grand cercle sur une sphère donnée. 

• t • • V 

La sphère étant donnée, on connaîtra facilement son 
diamètre , comme nous le verrons bientôt ; alors on 
pourra décrire sur une surface plane un grand cercle 
de la sphère en question ; puis , avec un rayon égal à 
un quadrant et d’un point quelconque de la sphère, 
on décrira une circonférence qui divisera la sphère 
en deux parties égales. 

Remarque. Dans le livre de la sphère on détermine, 
les mesures du iuscau, du triangle, sphérique et du po- 
lygone sphérique en prenantle triangle trirectangle pour 
unité. Lorsqu’on sait mesurer la surface d’une sphère au 
moyen d’une unité plane , on peut évaluer les surfaces 
'dont nous venons de parler de la mémo manière. 
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Par exemple, on sait que «(n'/* sph ; tur f fus i; cir 
R ; arc du fus , mullipliant les deux termes du der- 
nier rapport par le diamètre de la sphère , que nous 
appellerons D, il viendra sph ; fus y. cit R X H I 
arc X D ; donc la surlacc d’un fuseau est égale à son 
arc multiplié par le diamètre de la sphère. Connaissant 
la surface du fuseau , il est facile d’en déduire les 
deux autres surfaces en question. 

Par deux points combien peut-on faire passer de 
circonférences , et quel sera le lieu géométrique 
des centres? 

II est facile 3c voir que le nombre des circonférence» 
est infini et que le lieu des centres sera la per|)cndicu- 
laire élevée sur le milieu do la droite qui joint les deux 
points donnés. 

Par deux points combien peut-on faire passer de 
sphères et quel sera le lieu des centres ? 

On peut en faire passer une infinité , et le lieu des 
centres est le plan perpendiculaire sur le milieu de la 
droite qui joint les deux points. Pour le prouver, il 
suffit de prouver que tous les points du plan en ques 
tion sont également distans des deux points considérés. 

Pour le prouver, soit A cl B f' fig.h^bis } les deux pomts 
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donnés ; joignons AB, ot soit MN un plan perpendicu- 
laire sur le milieu de cette droite. Prenons un point 
quelconque K dans ce plan, et menons les droites K A, 
K B, puis joignons le point K avec le point O. La droite 
AB étant perpendiculaire au plan MN sera, perpendicu- 
laire à O K , par suite les deux triangles sont égaux ; 
donc A K^B R. Il est facile do prouver que les points 
du plan M N ont seuls la propriété dont il s’agit. 

Par trois points donnés combien peut-on faire 
passer de sphères? 

Une infinité. En eflet soit, A,B,C ^ fg. 46 ) les trois 
points donnés; joignons ces points par les droites AB 
et B C. Le centre de la splièro étant également distant 
des points A et B , ne peut se trouver que sur le plan 
mené par le milieu do A B , perpendiculaire à cette 
droite. Ce centre doit aussi se trouver sur le plan per- 
pendiculaire sur le milicu.de B C; donc U doit être à la 
fois sur les deux plans. La droite intersection des deux 
plans aura donc tous scs points également distans des 
trois points A, B , C ; donc chacun des points de cette 
droite peut être pris pour centre d’une sphère passant 
par ces trois points. On prouvera aisément que les deux 
plans se rencontrent toujours. 

SI l’on donne un quatrième point qui no soit pas dans 
le plan des trois premiers, on verra facilement que le 
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problème devient dèleriniiif^, et ce qu’il faudrait faire 
pour trouver le centre de la sphère. ^ 

Prouver qite l’intersection de deux sphères est un 

cercle, 

• 

Soient A et B (ftg. 47^ denx cercles provenant de 
l'intersection des deux sphères donni^‘CS et d^in plan 
mené par les centres de ces sphères; le point M sera un 
des points de la courbe d’intersection. Concevons main- 
tenant que les deux demi-cercles, situés au-dessus do 
C D , tournent autour de cette «h'oîlc ; ils engendre- 
ront les deux sphères et le point M la courbe d’inter- 
section. Or , dans ce mouvement , la droite O Ht ne 
cessera pas d’être perpendiculaire à A £ ; donc la cour- 
be d’intersection est plane. De plus, la distance du point 
M au point O est toujours la même ; donc l’intersection 
de deux sphères est un cercle perpendiculaire sur la 
ligne des centres. 

La plus courte distance entre deux points pris sur 
la surface d’une sphère est l’arc de grand cercle 
qui les joint. 

Soient A et B fig. 48 ) deux points pris sur la sur- 
face d’une sphère ; A B l’arc de grand cercle qui les 
joint , et supposons qu’une courbe A C D B puisse me- 

5 
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siircr le plus court chemin de A en B. Prenons un point 
G sur celte courbe, et joignons CA, C B par des arcs 
de grands cercles. Dans le triangle sphérique A C B , 
on aura-A.C ^ CB AB. Prenons un autre point 
D , et joignons D C, D B par des arcs de grands cercles ; 
on aura encore DC-{-DB>^BC. Si dans la première 
inégalité on met <\ la place de C B„ une quantité plus 
grande que C B, à plus forte raison l’inégalité sera satis- 
faite ; donc on aura AC-f-DC-|-DB >-AB. Ainsi 
l’on voit qu’à mesure «fü’on approche plus de parcou- 
rir le chemin supposé le plus côurt, plus la distance 
parcourue surpasse A B ; donc 1 hy|iolhèse est absurde. 
Si la' ligne supposée la plus courte était prise à droite 
de A B, on ferait voir, de la même manière que rh)po- 
thèse est Daus^,; donc enfin l’arq de grand cercle A B 
es^ la plus courte distance entre les deux points consi- 

dé^Sk V . , 

Si l’on décrit sur une sphère avec un rayon quel- 

X 

conque une courbe , cette courbe sera-t-elle un 
•^cercle? « - ■ > ■ 

Si sur une sphère O { ftg. 4g ) en décrit une cour- 
be avec un rayon A B ; pour connaître la nature do 
cette courbe , cela revient à chercher la nature de celle 
que décrit le point B , lorsque le demi cercle -A B D 
tourne autour de A D. Pour cela , abaissons une per- 
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pontliculaire B C sur le diamètre. La ligne B C ne 
sera pas, dans le mouvement, d'être perpemUcukiii'e 
h A D ; donc la courbe est plane et de plus un cercle, 
puisque le ppint B sera toujours à la même distance 
du pointe. 

Si l'ouverture de compas égale un quadrant , on 
sait, d’après ce qu’on vient de dire, que la courbe est 
plane, il est clair que son plan passe par le centre de 
la sphère,’ donc la courbe sera un grand cercle, .T 



Etant donné un arc de petit ccrclct déterminer le 

pôle de ce cercle. , , ^ 

* • » * « •*’.'* 

Soit ( fig. 5o ^ A B l’arc de cercle considéré. Pre- 
nons un point quelconque C, sur l’arc donné, déter- 
minons deux points D, E, h égfdc distance de A et C, 
Ces deux points appartiennent an plan qu’on mènerait 
par de milieu de la corde A C, perpendiculaire à cette 
corde ; donc l’arc de grand cercle .qui joindrait D et E, 
aurait tous scs points h égales distances de A et de G ; 
donc cet arc contient le pôle de l’arc A C. Oq détermi- 
nera de même un arc qui devra contenir le pôle de l’u'ç 
C B ; et par conséquent leur point commun P sera le 
pôle de l’arc A B. \, 

Si la distance P A est plus grande ou plus petite 
qu’un quadrant, il est clair que l’arc A B appartiendra 
k un pciit cercle.. On pourra donc facilement recon- 

5a 
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naître si un' arc donné sur une sphèrë appartient it 
un petit cercle ou h un grand cercle. 

* 

Étant donnée une sphère , une boule dé cmvre pat 

exemple'strouver son diamètre et la longueur d" un 

0 

g U adrant. 

D’ud - point quelconque P ( fig. 5i J pris sur la 
sphère, on décrira un cercle ABC. Imaginons les 
trois points A , B , C , joints par des cordes ; il sera 
lacilc de construire un triangle abc, qui aurait pour 
fcôté les trois cordes. Si à ce triangle on cîrcônscrit 
un cercle, on aura, sur un plan , le cercle A B C de 
la sphère. Si l’on conçoit lé point P joint avec le cen- 
tre du cercle ABC, il est clair que P O est per- 
pendiculaire ati plan de ce cercle , et que cette droite 
va passer ati centre de la sphère; donc le cercle pas- 
sant par les trois points B, P, D, sera un grand cercle 
de la sphère. Pour construire ce cercle , menons le 
diamètre b d ; èa point b comme centre , avec un 
niyon égal à P B, décrivons un arc de cercle , et du 
point d, comme centre avec le même rayon, décrivons 
un autre arc qui Coupera le premier en f. Le triangle 
b d f sera ^al^ au triangle B P D; donc le cercle cir* 
consçrit au triangle b d f ^era un grand cercle de la 
sphère donnée; on connaîtra donc le diamètre de cette 
sphère et la longueur d’un quadrant. 
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Çu’e$t-cequ*àn entend lorsque t’-on dit que la surface 
d’un fuseau, dont l’angle est A , est égale à 
aA? ■ . . 

Cela signifie que le rapport abstrait est ' égal 

9 “* 

au rapport du fuseau au trirectaogle. 

En effet on a : * 

S 

8 : F :: 4 x 90° : A° ou F : 8 a° : 4 x 90*. 

ou encore en divisont les conséquens par 8 
F : un triangle triréctangle ; ; a A* : 90°, 

Ainsi l’angle d’un fuseau étant 3 o% on aura 

F 60 2 „ , J, , 2 . 

: — : r =t*— =,;fdour= - trtrectarutle. 1 

trirectangte 90 a 5 ^ , 

) - f 

I * 1 1 t 

Si dans l’angle du fuseau il y a des degrés et 
des minutes, on réduira le tout en minutés, ainsi 
que 90°, et l’on aura encore le rapport du fuseau 
au trirectangle, . . 

. ® . ■> ■ ■ i ■ ■ ■ 

■ , Lorsque la surface de la sphère est évaluée au 
moyen d’une unité plane , on en déduit facilement 
le .trirectangle et, par suite le fuseau. .• m 

• Ou sait an reste que la surface d’un fuseau est 
égale à son arc multiplié par le diamètre de la sphère. 
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AetUi.à. calculer l’;irc lprt>qu'ou counait l’angle du 
fuseau. Soit l’angle du fuseab= »ô° , le rayon de 

la sphère étant dix mètres. On commencera par cher- 
cher la longueur do la circonférence d’un grand cercle, 
,rjui sera égal à 62, 80: puis on fera la proportion , 

.■>!■' ' ... ,i 1 ' vi:;: 

Ô60* : iS° i.V 62, 80 ; arc. >,7; 11 



Jilant donne an triangle sp/uru/ae sur une sphère ^ 
peut-on toujours décrire un grand cercle qui di*- 
vise la sphère en deux hémisphères dont l'une 
contienne le triangle donné?' 



... 't.i , 



.■î !•., • ) 



■j. ii". 



Soit A B C ^ fig. 52 le triangle donné. Chci-chons 
le pèle P dii cercle passant par les trois sommets. 
Mous observerons d’abord que les distances PA, PB ,PC , 
qui sont égales, sont ou plus petites, ou plus grandes 
qu’iin quadrant ; car sans cela , il n’y aurait pas de 
‘Imnglci les Iroiit cotés se confondant en un seul aie 
*'de grand cercle. ' D’après cela” ‘si PA est moindiC , 
qu’un quadrant , en décrivant du point P,’ comuic 
pôle V' un grand cercle ,’ l’hémisphère ' contenttot le 
*pôld 'Pi donliendra' ën entiër 'lèitriniiglo considéré; -Si 
P A est plus grand ’qvî’ un quadrant, ! l’avitre hémispHi^ri' 



coidtioudra évidemment le triangle ephécique.; -dwic le 
jtrohlèmé eet tonjours possible. :ui n i/. o!... > 
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Démontrer qncdeux triangles sphériques égaux et 
isocèles peuvent toujours s'appliquer l’un sur 
l’autre. 

^ • : ! ' 



Cela résulte de ce que nous avons dit sur les angles 

trièdres isocèles, f I\ ohs sur les plans. ) 

/ 

l • • 

La surface engeiulrce par une partie de polygone ré- 
gulier tournant autour d’un axe fire est égale à 
la circonférence du cercle inscrit ^ midlipUéc’par la 
hauteur du polygone comptée sur' l’axe; c’est-à- 
dire J la projection du pérymètre du polygone silr 

/ * J*’.. J 

axe. ■ ■ ■ ■ ■ 

■ • ). •:i| . i ;; ; ' 



Dans la dénionslraliun de Legendre il n’est |)as ques- 
tion des côtés qui s’appuient sur l’axe. Cependant on 
en considère de tels pour trouver la surface d’une sphè- 
re et d’une zone ; il est donc indispensable de prouver 
que les surfaces provenant de ces côtés ont une mesure 
analogue h celles des surfaces'provenant des autres côtés 
du polygone. 

Soit B A f‘o considéré Joignons AC, 

du point A abaissons A D perpendiculaire à l’axe, me- 

I » 4 • * '• f , ♦ I 

nous C I perpendiculaire sur B A. 

i 

Le côté A B dans le mouvement du polygone, eu ' 
gendre la surface d’un cône qui a pour mesure | A B 
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X cir A D< Or, les deux triangles B C 1 çt A B D sont 
scuiblablcs et donnent la proportion : 

CI ; A D :: I B ; B D. 

Ou cir CI ; en: A D II ^ A B ; BD.; 

Donc cir AD X ^ A B = ar C I X BD. 

Alo'rs il est clair que la surface engendrée par B A' N 

= «V C I X B M.; 

On a évalué le volume engendré par un triangle i.so- 
cèle tournant autour d’une droite qui passe par son som- 
met ; 1 ® -lorsque' la base du triangle, prolongée ren- 
contre l’axe ; s* lorsque la base du triafagle est parallèle 
à l’axe ; mais l’on n’a pas considéré le cas où un des çô 
lés du triangle se confond avec l’axe comme pour le 
trîanglcB AC fpg. 55 J ; cependant* il est indispensable 
de considérer ce dernier cas, puisque, pour prouver le 
le volume d'un secteur sphérique , on est obligé d’éva- 
luer le volume engendi-é par une portio^i de polygone 
telle que BANC. 

ê ■ 

■ Pi*cnons donc le triangle B A C, et cherchons le volu- 
me engendré par ce triangle. P’abord l’expression de 
ce volume est : j w A D*, X B C , ou J x AD. A D. 
BC. Los deux triangles A B D et C 1 B sont semblables 
et donnent la proportion : 

BC ; CI AB : AD. 



'oogk 



Digitizi 



7'3 

D’où B C. A D = CI. AB, 

Au moyen de cette égalité , l’expression du volume 
devient : ' 

IttAB. CI. AD. 

3 

' • 

Les deux mênies triangles donnent la proportion : ’ 

CI : I B ou^ AB :: ad : bd. 

2 

D’où 2 CI:AB;;AD!BD. 

D’où AB. AD == 2 CI. BD. 

Substituant dans" la dernière expression du volume , 
on a ° TT (H** BD, 

niiMXHQtmS SVR LE 8* L(VBE DE LA ciOUÉTRlE. 

Lorsf{u’oii demande à quoi est égale la surface^ d’uné 
spbère , un grand nombre de jeunes gens répond : en 
désignant par R lo rayon de cette sphère , sa surface 
sera égale à 4 R** foulez-vous le prouver f Alors ils 

sont embarrassés, et cela est tout simple, car 4 ’tR* n’est 
pas directement la mesure de la sphère , mais une con * 
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séquence 4.C celte mesure. 11 faut donc répondre à la 
question proposée : 1^ siirface d’une ‘ sphère est égale à 
la ciroonfhcnce d’un de ses grands cercles multipliée par 
son diamètre. La même .observation a lieu pour toutes 
les surfaces ou volumes qu’on se propose d’évaluer dans 
le huitième Livre. • > .. < 



lorsqu’on veut trouver le rapport qui' existe entre 
deux volumes ou entre deux surfaces^ il faut pren- 
dre les expressions de ees volumes ou de ces sur- 
faces^ les diviser l’une par l’autre^ supprimer les 
facteurs communs ^ et l’on a le rapport etwrehé. 



Par exemple, les volumes de deux sphères sont com- 
me les cubes des rayons ou des. diamètres de ces sphè- 
res. Pour le prouver, on désigne une sphère par S, et 
par R son rayon ; l’autre sphère par S' et par R' son 
ravon; on a alors: . 




R* et S,' 



4,tR'’ , d’où^ 
3 S' 



R’ 

iP' 



Lorüiu’on circonscrit deux polyèdres à une sphère j, 
'lès volumes de ces polyèdres sont entre prix comme 

'''leurs surfaces. ' '>• ‘''’M ■' 

»i • i A é -1 ■ ■ 

J, ^’elf soit R lerayon.de la sphère ;» appelons P et 
P'.Jçs dciix jH»I\èdres. Chacun de ces ipoijièdt'es peut 



r - 



rire considéré conmic la soniine de plusieurs pyramides 
c|ui auraient pour bases les faces des surfaces, et pour 
hauteurs , le rayon de la sphère ; on aura donc : 




-> • 



D’où 



P = surf. P X { R 
P' surf P' X \ R. 
P _ surf P^ 

F "" surf P'*’ 



(;■ .. 







On démontrerait de-nlême que les sul’foceS de deux 
pul)|;unes circouscrits h un cercle, sont entre elles com- ' 
inc. les périmètres de ces pqlygpues. ^ 

... . . • ■ . . .... . ■ . • . •.,! 




.■ ' ( I - i U P 




« 
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DES RÉCSPROQUES. 



Deux triangles sont égaux lorsqu’ils ont un angle égal 
compris entre deux côtés égaux chacun à ck'acun. Tel est 
l’énoncé d’une proposition dont voici la bêciproqde : 
Si deux ^triangles sont égaux, ils auront un angle égal 
compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. Ainsi 
lorsqu’une proposition est énoncée, pour former "sa 
réciproque, il faut regarder comme vrai ce qu’il s’a- 
gissait de démontrer ]dans la prpposition directe, et 
démontrer, en totalité ou en partie, ce quej’on suppo- 
sait exister dans la première proposition. . 

Les réciproques mettant en évidence'^des vérités 
dont on a souvent besoin, particulièrement dans la so- 
lution des problèmes, nous allons en donner quelques 
exemples. 

Lorsqu’on joint le sommet d’un triangle isocèle avec 
le milieu de la base, cette droite est perpendiculaire 
sur la base. 

Réciproquement, si sur le milieu de la base d’un 
. triangle isocèle on élève une perpendiculaire à 
cette base, elle ira passer au sommet du triangle. 



En effet, supposons, s’il est possible, qu’elle n’y 



77 ' , 

passât pas,' on pourrait toujours joindre le sommet 

avec le milieu de la base ; et alors par un point pris 

sur une droite, un pourrait élever deux perpendicu- v 

luires à cette droite, ce qui est impossible ; donc, etc. 

honqu’on élève une perpendiculaire sur le milieu 
d’une droite, tous lei points de la perpendiculaire 
sont à égales distances des extrémités de la droite, 
et eux seuls ont cette propriété. 

Réciproquement, si plusieurs - points sont à égale 
distance des extrémités d’une droite , ils appar- 
tiennent à la perpendiculaire élevée sur le milieu 
d’une droite. ' . ■ 

" ■ . '' 

Car soient A et B deux de ces points : les deux points 
appartiennent à la perpendiculaire ; or , d’un point à 
un autre on ne peut mener qu’une seule droite ; donc, 
etc. 

Cette manière de raisonner est employée pour divi- 
ser une ligne èn deux parties égales ; pour abaisser 
une perpendiculaire sur une droite donnée, par un point 
pris hors ou sur cette droite. 

Lorsque deux droites se coupent , tes angles opposés ' 
au sommet sont égaux. 

Réciproquement, si quatre angles ont leurs som- 
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mets au même point, et çue les anf^les opposés soient 
épaux t les côtés de ces angles seront deux à deux 

en ligne droite. " ‘ 

* * * « ^ 

En effet, la somme des quatre angles vaut quatre 
droits; In somme de deux angles adjacens, -moitié de 
la somme totale, vaudra deux droits; donc les côtis 
extérieurs seront en ligne droite. 

Deux triangles rectangles sont égaux, lorsqu’ils 
, • ont deux côtés égaux chacun à chacun. 

Réciproquement, si deux triangles sont égaux, 
comme ayant deux côtés égaux chacun à chacun, 
• ils sont rectangles. 

Car s’ils n’étaient pas rectangles, il en- résulterait 
que deux triangles obliquanglcs seraient égaux, ayant 
deux côtés égaux chacun à chacdn; or, on sait que 
ce n’est pas un caractère d’égalité pour ces trian- 
gles. 

Le carré fait sur L hypoténuse d’un triangle rectan- 
gle, est égale à la somme des carrés faits sin- les 
deux autres côtés. 

Réciproquement, si dans un triangle, le carrè^ 
fait sur un des côtés est égal à la somme des 
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c.arris faits stü' les deux autres, l’angle opposé 
au premier côté sem droit. ■ , 

S3irnt A, B, C, les trois angles du triangle, a, b, c, 
les côtés opposés à ces angles. On a par hypothèse : 
A* = or, si l’angle A était obtus, on au- 
rait a} b'^ c*, ce qui est contre la supposition. 

Si l’angle A était aigu, on aurait a* A* -j- c^; ce 
qui est contre la supposition; donc l’angle A est droit. 

I 

Dans un triangle dont i angle A est aigu,' on a 
a* < b’-L c*. 

Réciproquement, si cette relation existe, l’angle A 
sera aigu ; car si l’ingle A était obtus ; on aurait 
a* A’ -j- c’; etc. 

, ' . 4 « 

Dafis un parallélogramme, la somme des carrés des 
côtés égale la sennnie des carrés des diagonales* ' 

Réciproquement, si 'dans un quadrilatère, la som- 
me des carrés des diagonales est égale à la som- 
me des carrés des côtés, le quadrilatère sera an 

parallélogramme. 

0 — 

Pour démontrer celte réciproque, il suffit de prou- 
ver que dans un quadrilatère quelconque, la somme 
des- carrés des côtés est pi us grande^ ou plus petite 
que la somme des carrés des diagonales. 
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• Soit A B C 1) z' 64 j un quadrilatère quelconque, 
E et F, les milieux des diagonales, joignons B Ë, O È, 
et EF. Dans le triangle A B C, on a : A B* B C* = 
2 B E* a A E’; dans le triangle A D G, on a : C,D*-j- 
A~D " = 2D"E* 4- dpne O* + B]C* + 

CDV-j- A D* = 4 AË* -f- a ( D E « ). 

Or, dsins le triangle D Ë B, on a aussi : B E* l!'* = 
aB- F* -f- a E F*; mettant, dans l’équation pré^céden- 
te , à la place.de la parenthèse sa valeur , on aura : 

Â ~B^ + B~C* + C D* 4- Tl)* = 4 ÂE* 4- 
4 B_F* 4- 4 El*, ou A_b* 4- B C* 4- G D* 4- AD* 
= AG* 4“ E D* 4“ 4 E F*. Donc, dans un (juadri-^ 
latcre quelconque, la somme des carrés des côtés égale la 
somme des canès des côtés, plus quatre fois le carré de 
la droite qui Joint lès milieux des diagonalei.^^^ La pro- 
priété énoncée dans ié théorème direct ne convenant donc 
qu’au parallélogramme, il en résulte que la réciproque 
est démontrée. 

On voit que le théorème général qu’on vient de dé- 
montrer convient au cas oü le quadrilatère est ün 
parallélogramme. 

s 

f 

Si dans un triangle rectangle ( fig. 55 ) on abaisse 
une perpendiculaire A D> sur l’ hypoténuse, cette 
perpendiculaire est moyenne proportionnelle entre 
les deux segmens dé l’hypoténuse,. 

Réciproquement , si une perpendiculaire A D j 
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abaissée du sommet sur la base^ est moyenne pro- 
portionnelle entre les deux segmens qu elle déter- 
mine sur B C, l’angle A sera droit. 



Car si l'angle A n'est pas droit, soit CAO, un an- 
gle droit formé au point A, avec A C. Dans le trian- 
gle O A C, on aurait: A D’ = O D X D C ; or, on a, 
par hypothèse, A D* = B D D C ; donc on aurait 
B D = O D, ce qui est absurde. 

Deux triangles semblables sont entre eux comme Us 
carrés des côtés homologues. 

Réciproquement. Si deux triangles B AC,E D F 
( fig. 56 ) sont entre eux comme les carrés de 
leurs côtés homologues, ces triangles sont sem-> 
blables. 

\ 

En eflet, on aurait dans cette hypothèse : 

B AC ;EDF :: ÂIF : ËtF 
B AC :EDF ::Tc* : iTF 
BAC ;EDF :;Fc'* : ËW; 

donc A B* : E D* :: A c* : D F’ :: B c* : E F‘ j 
d’oii ABtED;:ACtDF :: BC :EF; donc les 
triangles sont semblables, comme ayant les côtés ho- 
mologues proportionnels. 
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Lorsque d’un point A pris hors d’un cercle ( fig. 
57 ) on mène à ce cercle une tangente A B, et la 
sécante A D; on sait que l’on a : A B' = A D. 
A C. 

Réciproquement. Si l’on a l’égalité ci-dessus, la 
droite A B sera tangente au cercle, au point B. 

Supposons que le cercle, qui passe par les trois 
points D, C, B, rencontle la droite A B, en un autre 
point K. On aurait alors: AK. AB = AD. ACj com- 
parant cette égalité arec la première, on aurait : A K 
= A B, ce qui est absurde. 

Lorsque deux cordes se coupent dans un cercle, elles 
se coupent en parties réciproquement proportion- 
nelles. 

La réciproque de ce théorème est si facile, que nons 
ne la donnerons pas ; ainsi que celle des sécantes réci- 
proquement proportionnelles, à leurs parties extérieures. 

Étant données les surfaces A et B d’un, polygone 
^ régulier inscrit et d’un polygone semblable cir- 
conscrit, trouver les surfaces A’ et B’ des poly- 
gones réguliers inscrit et circonscrit d’un nombre 
de côtés double. . . . , 
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Kôciproqucment. Étant données lés surfaces A 'et 
B’ d’un polygone régulier inscrit d’un nom- 
bre de côtés pair et d’un polygone semblable 
circonscrit J trouver les surfaces A et B des poly- 
gones réguliers inscrit et circonscrit d’un nom- 
bre de côtés sous-double. 

Le problème direct conduit aux équations : 

A' = l/ÂB et B = . 

A + A' 

on aura donc« pour résoudre la question iuyerso, deux 
équations à deux inconnues, dont on tirera les valeurs 
de A et de B. Wons nous dispenserons d’eflectucr ce 
calcul. 

Nous ne donnerons pæ d’autres réciproques ; mais 
nous engageons les élèves à se livrer b ce genre de 
travail. 



PROBLÈMES RESOLUS. 

Les jeunes gens éprouvent toujours une grande dif- 
ficulté dans la résolution des problèmes de géométriel 
cela tient, sans doute, h ce que les auteurs suppriment 
une graitte partie des raisonnemens qui peuvent çon- 
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duirc aux solutions. Nous allons entrer dans tous les 
détails pour quelques exemples, ensuite nous donne- 
rons pour exercices les énoncés de quelques problèmes ' • 
classés par ordre de dilïicüUé. ^ 

Par un point A ( fig- 58 ) proposons-nous de faire 
\ passer un cercle de rayon M, et qui soit tangent 
à la droite C D. 

Nous rappclerons d’abord que lorsqu’un point doit 
se trouver sur une ligne, cette ligne se nomme le lieu 
géométrique du point. Cela posé, lors que l’inconnue 
d’un problème est un point, comme dans celui qui 
nouâ occupe, il est élair que si l’on peut déterminer 
deux lieux de ce point, leur rencontre le déterminera, 
et le nombre de leurs rencontres fera connaître le 
nombre des solutions dont le problème est susceptible. 

Le cercle cherché, devant avoir pour rayon M, et 
passer par le point A, il est évident que son centre 
doit se trouver sur un cercle décrit du point A com- 
me centre, avec M pour ray^. -Voilà déjà un lieu' da 
centre cherché. Pour décrire un cercle de rayon M 
qui soit tangent à C D. il faut* par un point de cette 
droite, élever une perpendiculaire égale à M, et pren- 
dre pour centre l’extrémité de cette perpendiculaire; 
pour obtenir un nouveau cercle égal au premier et 
tangent aussi à C D. on ferait la même construction. 

On verra alors , que le lieu des centres de tous ces 

t 
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« cercles est une parallèle lu C D menée à une distance 
égale à M> Si -nous menons les deux lieux géométri<fues 
que nous .venons do reconnaitre, leurs intersections X 
et Y feront connaître le centre cherché , puisqu’il doit 
se trouver à la fois sur l’un et l’autre. 

Nous remarquerons qu’une droite rencontrant géné- 
ralement un cercle en deux points, notre problème ad- 
mettra en général deux solutions. Maintenant, on ap- 
pelle discuter un problème , chercher le nombre des so- 
lutions, faire différentes hypothèses sur Us données, et 
examiner Us solutions qui correspondent à chaque hypo- 
thèse. 



DISCUSSION. 

1*. M < I A B 

les lieux du centre ne so rencontrant pas évidemment, 
le problème devient impossible dans cette supposition. 

s». M = i A B 

on voit qu’alors les deux lieux n’ont qu’un point com- 
mun; donc il n’y a plus qu’une seule solution. 

3». M>^AB 

les lieux se rencontreront toujours en deux points, et 
l’on aura deux solutions. On- remarquera que le point 
donné étant au dessus de la ligne G P, toites les solu- 
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lions sont du même côté de cette droite, et qu’il ne 
peut s’en trouver au dessous, puisque la parallèle me- 
née de ce côté à G D, ne peut rencontrer le cercle dé- 
crit du point A comme centre avec M pour rayon. 

Supposons le point A placé sur la droite G D, on 
anra toujours deux solutions l’une au dessus de G D, 
l’autre au dessous, 

La projection d’une droite sur une autre j est égale 
à cettp droite multipliée par le cosinus de l’angle 
gu’ elle forme avec sa projection. 



En effet, dans le triangle rectangle BAG ( fig. 55 
bis )on voit que B G, est la projection de AB sur la 
base. Of , on a B G AB cas A B G , ce qu’il fallait 
» prouver. 

Il résulte delà valeur de B G, que la projection d’une 
droite sur une autre, varie avèc l’angle que forme la 
droite avec sa projection, et que deux projections de la 
même droite seraient entre elles comme les cosinus 
des angles que ces deux droites font avec celle sur la- 
quelle on les projette. 

' Pour que B G soit le plus grand possible, il faut que 
eos A B G soit le plus grand possible, ou que l’angle 
A B G soit nul ; c’est à dire que , dans ce cas , il faut' 
que la droite soit parallèle à sa projection. 
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Pourqac B C soit le plus petit possible , il faut que 
coi AB C soit nul, ou que la droite soit perpendiculaire 
à celle sur laquelle on la projette. 

Cela posé , proposons-nous d’évaluer le volume en- 
gendré par la révolution du segment circulaire ÂtnB, 
tournant autour de l’axe O F , ( fig. 53 ter. ) On trou- 
ve que ce volume a pour expression j jr A B* CD. 
On demande , la corde A B restant la même , où il 
faudrait placer cette corde, pour que le volume engendré 
par le segment devînt le plus grand, ou le plus petit 
possible. ■ 

On remarque que , dans l’expression du volume , il 
n’y a que CD, ou la projection de A B sur l’axe , qui 
soit variable ; donc on aura le maximum du volume en 
prenant la corde A B parallèle à l’axe. 

•• Pour avoir le minimum du volume , on verra aisé- 
ment que la corde A B doit être placée dans la position 
MN. 

Nous remarquerons de plus , que les volumes des 
segments sont entre eux comme les projections des 
cordes sur l’axe. 



Le volume d'un segment sphérique est égal à celui 
d’une sphère dont le diamètre serait ia hauteur du 
. .segment j plus la hauteur de ce segment multi- 
pliée par la demi-somme des bases; Ut hauteur 
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restant la mémey à quel point de l’axe faut-il la 
placer , pour que le volume du segment soit un 
minimum ou un maximum ? 

Soit D B M A C ( fig, 53 ter ) la surface qui , par sa 
révolution , engendre le segment sphérique. L’expres- 
sion de ce volume est : 

; C D’ -f i C D ( B i>* + A C* ). 

Le premier terme de cette expression est constant ; 
dans le second terme, la parenthèse seule est variable. 
Or, plus la hauteur est placée loin du centre , sur l’axe, 
et plus les deux droites B D, A C diminuent ; donc , 
lorsque l’extrémité de la hauteur viendra aboutir au 
point n , on aura le minimum du segment sphérique. 

’ Si nous désignons par x la distance 1 D , par R le 
rayon de la sphère, et par A la hauteur du segment, la 
parenthèse pourra être remplacée par l’expression sui- 
vante : 

/ , 

R* — ( a; -}- A )» -I- R’ — X’. 

r 

Voyons donc quelle valeur il faut donner à x, pour 
que celte expression devienne un maximum. Pour cela, 
noos égalerons l’expression à une indéterminée K. , 
BOUS aurons l’équation ; ’ ' . 
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R._(a: + /i)* + R* — a:‘=K; 
ou R* — X* — 9 h X — A* R — a;* = K ; 

I » V 

ou X* 4- A X = R* — ; 

1 ‘ 2 3 

r • - * . I K“ 

d ou X = — - + I/" - _L R» _ ; 

U 4 2 3 



Or, K étant négatif, la plu8 grande valeur que puisse 
avoir K , ou l’expression en question , est celle qui an- 

nulle le radical ; donc x = - sera la valeur d’x qui 

2 

correspondra au maximum , comme il est facile de le 
voir , en plaçant sa hauteur A la distance trouvée. 

On peut aussi demander de placer la hauteur sur 
l’axe , de manière que le volume du segment soit égal 
A un volume déterminé. Cette question ne présente pas 
de difficultés ; nous engageons cependant les jeunes 
gens à efleetner les calculs. 

Pour démontrer que deux angles sont entre eux com- 
me les arcs décrits de leurs sommets comme centre, avec 
des rayons égaux, on suppose d’abord que les deux an- 
gles ayent une commue mesure, et l’on démontre aisé- 
ment le théorème dans cette hypothèse. Mais la se- 
conde partie du théorème ne nous parait pas démon- 
trée d’une manière rigoureuse. En eil’et on parvient à 
deux, proportions qui ont les mêmes antécédents, et 
l’on en conclût que les conséquens sont proportionnels. 
Cette conséquence qui parait exacte au premier abord, 
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ne l’est cependant pas. Car on remarquera que dans la 
première proportion, en suppose le rapport des angles 
incommensurable, et alors on ne peut pas changer les 
moyens de place dans cette proportion; puisque ce chan- 
gement repose sur ce principe que, si le produit des ex- 
trêmes est éged a celui des moyens , il y a proportion , 
principe qu’on ne peut démontrer que sur des gran- 
deurs conuoensurahles. Nous proposerons donc la dé- 
monstration suivante du théorème en questiqp. 

Soient B AG , DEF, ( fig. 6i^ les deux.â^les consi- 
dérés. Portons le plus petit dans le plus grand, et sup- 
posons qu’il y soit contenu une fois, avec le reste G A G, 
on aura : 

B AG _ , GAG . , 

DEF * DEF ‘ DEF / 

g"âc^. 

On aura aussi pour le rapport des arcs : 

, GG^ 1 

DF *‘DF'^*~'~DF 

GC. 

• \ 

Gherchons combien -de fois G A G est contenu dans 
DEF, et supposons qu’il y soit contenu deux fois 
’avcc le reste O E F ^ le rapport des angles deviendra : 

BAG_ 1 
t DEF~‘ a-j-OEF; 

GAG. 
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Il est clair que l’are G G sera conleuu deux fois dans 
DF, avec le reste O F, et alors le rapport des arcs 
deviendra : ' 

B G __ 1 

DF * 2 +OF 

GG. 

Eu continuant cette opération , on verra aisément 
que la fraction continue provenant du rapport des an- 
gles , est la même que celle qui exprime le rapport des 
arcs. Si dans le premier rapport on trouve un nombre 
limité de fractions intégrantes , il y en aura aussi un 
nombre limité dans le second, et absolument les mêmes. 
Les dernières réduites exprimeront les deux rapports ; 
donc Us sont égaux. 

Si les opérations ne se terminent pas , supposons 
qu’en s’arrêtant à la cinquantième réduite dans le rap- 
port des angles , on ait ce rapport à moins d’un mil- 
lionième près, on aura le même rapport et la même 
erreur dans le rapport dos arcs ; donc enfin , ces deux 
rapports sont égaux. 

Dans les théorèmes où il faut passer d’un rapport 
commcnsurable h un rapport incommensurable, on em- - 
ploiera une démonstration analogue. 
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Etant données deux droites ^ qu’on ne peut pas pro- 
longer ^ déterminer la droite qut diviseràit en deux 
parties égales l’angle que ces droites formeraient 
à leur point de rencontre. 

Soient A B, C D (fig. Sg^les deux droites données. 
Si l’on pouvait tracer une droite qui, avec les deux au- 
tres, dans le sens dé leur rencontre, formât avec elles 
un triangle isocèle , il suffirait d’élever une perpendi- 
culaire sur le milieu de cette droite , pour avoir la 
droite cherchée. La question revient donc à mener nne 
sécante qui fasse des angles égaux avec A B et C D. 
La théorie des parallèles va nous donner un moyen 
d’exécuter cette construction. Menons E F parallèle à 
A B, et partageons l’angle C E F en deux parties égales, 
nous aurons AGE = GEF; or, GEF = GEC, 
donc AGE = GEG. OM perpendiculaire sur le mi- 
lieu de G E , sera la ligne cherchée. 

On< donne deux points hors d’une droite ; on pro- 
pose de faire passer un cercle par ces deux points, 
qui soit tangent à cette droite. 

Soient A et B fig. 6o ) lies deux points, et C D la 
droite donnée. On ne peut pas dans ce problème par- 
venir à la détermination du centre, par la considération 
des lieux géométriques , puisqu’il faut connaître le centre 
et de plus la grandeur du rayon. Cherchons donc un 
autre moyen de résoudre la question. 
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Pour cela supposons le problème résolu ; et soit E le 
point de contact avec la droite. Si l'on joint B A, et 
ijii’on prolonge cette droite jusqu’au point G, on verra 
'que C E est une tangente au cercle, et qu’on doit avoir: 
GE' == G A. G B; d’où il résulte qu’en cherchant une 
moyenne proportionnelle entre G A et G B, on aura G E, 
et que faisant passer un cercle par les trois points B, 
Ei A, le problème sera résolu. 

Gomme la distance G E doit être portée sur la droite 
GD, et qu’il n’y a pas de raison pour la porter à droite 
plutôt qu’à gauche du point G, ou aura deux solutions. 

Supposons qu’un des points se trouve sur la droite, 
en E, par exemple. Alors le centre doit se trouver siu 
une perpendiculaire élevée au point E à la ligne G D. 
11 doit aussi se trouver sur la perpendiculaire élevée sur 
le milieu de E A, et comme ces doux droites ne peuvent 
avoir qu’un point commun, le problème n’a plus qu’une 

solution. 

} ' 

Si la droite séparait les deux points, ou s'ils étaient 
tous les deux sur la droite, il est clair que le problème 
n'est plus possible. 

^ • 

Nous remarquerons que l’élégance d’une constructi- 
on consiste h employer le plus grand nombre de lignes 
faisant . partie de l’énoncé de la question; voilà pour- 
quoi nous avons cherché la moyenne proportionnelle 
^entre la sécante entière et 'sa paçUe extérieure, par le 
moyen indiqué sur la ligure. 
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PROBLÈMES A RÉSOUDRE. 

Par un point donnée mener une droite qui fasse avec 
* une autre droite un angle égal à un angle 
donné. 

Par un point pris hors d’un cercle ^ mener une sé- 
cante à un cercle 3 de manière que la partie inter- 
ceptée dans le cercle soit d’une grandeur déter- 
minée. Discussion. 

TÈ.tant données deux parallèles, mener une sécante 
telle que la partie comprise entre les parallèles, 
égale une ligne donnée. 

Un point étant donné et deux parallèles, mener par 
un point une sécante dans la partie interceptée 
entre les parallèles, égale une ligne donnée. 
Discussion. 

On donne un cercle et deux parallèles; mener ^ une 
tangente au cercle dont la partie comprise entre 
les deux parallèles égale une ligne donnée. 

On donne un point et une droite ; faire passer m 
cercle par le point qui soit tangent à la droite à 
un point fixé. ‘ 
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Décrire un cercle de rayon K, qui soit tangent ù 
. deux cercles donnés. Discussion. 

Décrire un cercle de rayon /C, qui soit tangent à 
une droite et à un cercle. Discussion. 

\ 

Etant donnés deux cercles^ trouver un point M, tel 
que les tangentes menées par ce point au premier 
cercle soient égales à une ligne donnée^ et que les 
tangentes menées parle même point au second cer- 
cle ^ soient égales à une autre ligne aussi donnée. 

Mener une tangente commune à deux eercles. 
Discussion. 

Mener une sécante à deux cercles de manière que les 
parties interceptées soient égales à des lignes don- 
nées. 

On donne un point et un cercle : décrire un cercle 
de rayon donnée qui passe par le point, et qui 
soit tangent au premier cercle. Discussion. 

JT 

par deux points donnés, faire passer un cercle tan- 
'■ gent à un autre cercle. 

Mener ün cercle tangent à deux droites,' et qui ait 
son centre sur un cercle donné. DiscusSioil. 

c 
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Faire passer un cercle par un points qui soit tan- 
gent à deux droites. 

On donne trois points; on propose de décrire, de ces 
points , comme centres, trois circonférences tan- 
gentes entre-elles. 

Étant donné un triangle, déterminer un point dans 
l' intérieur de ce triangle, tel qu’en le joignant avec 
les trois sommets on forme trois triangles équiva- 
lens. 

.rt r, 

Partager un triangle en cinq parties équivalentes, 

par des parallèles à la base. 

% « ' 

On donne deux polygones semblables ; l’on deman- 
de deux droites qui soient entre-elles comme ces 
. polygones. 

Construire un triangle semblable à un triangle 
donné , le périmètre du nouveau triangle devant 
égaler une ligne donnée. ' 

On donne un cercle et une droite; décrire wi cercle 
qui touche la droite en un point donné, et qui soit 
tangent au premier cercle. - ^ 

Trouver, par une construction simple, les pieds des 
perpendiculaires abaissées des trois sommets d’un 
triangle sur les^côtés opposés. , .. . , , , j,. ; ... 



» 
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’Èlant donné» la base d’un triangle^ l'angle opposé ^ 
et le rapport des deux autres côtés > construire le 
triangle. \ 

Prouver que si l’on joint deux à deux les milieux 
des côtés d’un quadrilatère quelconque, la figure 
sera un parallélogramme. 

Décrire un cercle qui passe par un point donné et 
qui soit tangent à une droite et à un cercle don- 
nés de position. ^ 

Décrire un cercle tangent à trois droites données 
qui ne soient pas toutes parallèles. Examiner le 
nombre des solutions. 

* 

Décrire un cercle tangent à deux droites données et 
à un cercle donné. 

Décrire un cercle tangent à une droite et à deux 
’ ‘ cercles donnée. 

Décrire un cercle qui passe par deux points donnés, 
et qui soit tangent à un cercle donné. 

Connaissant les côtés d’un parallélipipède rectangle, 
trouver la diagonale et les angles qu’elle forme 
avec les côtés. 

1 
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Dont tout prisme quadr angulaire, la somme des car^ 
rés des côtés excède celle des carrés des diago- 
nales de huit fois le carré de la ligne qui joint 
leurs milieux. 

La somme des perpendiculaires abaissées d’un point 
intérieur sur les côtés d’un polygone régulier- de 
N côtés, est égal à N fois le rayon du cercle in- 
" scrit. Examiner ce que deviendrait la relation si 
. le point était extérieur. 

Mener une tangente à un cercle par un point ex- 
térieur, en considérant le cercle comme une ellipse 
dont les foyers se confondraient en un seul. 

Notre but n’étant que de proposer quelques exercices 
aux jeunes gens qui doivent passer des examens, nous 
lermiûerons là les problèmes de géométrie. 



Étant donnés les sinus et cosinus de deux arcs , 
trouver les sinus et cosinus de la somme et de la 
différence de ces arcs. 

- . / 

En nommant a et 4 les deux arcs considérés , il est 
facile de trouver les formules. 

Sin ( a ± é ) ~ sin a eos b 6tn,i cos a 
et COJ ( O i é ) = co« a coj b Ifl st» a sia b. 
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On èernande eqsnUe de prouver l’extengion de ces 
formules, lorsque la somme a b est quelponqqe; qar * 
ordinairement on cherche les formules ci - dessus en 
supposant que la soiQnie des arcs est go°. 

Posons b == 90' -f- * et “ 4 " K 9 °°* 

II en résultera o -j- 6 < i8o° et > 90°. 

On aura sin ( t b ) — sin { ^0° a a ) 

é, 

■ = cas ( a » J — cot a eo* et — sin a sin m(i)’ 

Or , de la relation A = go' + a. 

On tire cos « = sin b et sin « = — coj b. 

Substituant ces valeurs dans l’expression ( 1 ) > 
rient : ' 

V 

Sin ( a b ) = sin a cos b sin b cos a ; 

Donc la formule est la même pour le nous de la 
somme , lorsque la somme des arcs est comprise entre 
go“ et i8o“. On prouverait de la même manière qu’il 
en est ainsi pour ces f a ^b). Si maintenant on fait 
b = 90° -f- « , de manière que a m soit plus petit 
que i8o° , on saura développer sin f a ec ) et cos 
( a K ], et raisonnant comme ci-dessus , on prou- 
vera que les formules sont encore les mêmes , pourvu 
que)» SPUMue so»^ ^70°. etc...... 

Les formules do sin ( o'-|- é ) et de cos ^ 6 ) 

étant les mémos, quelle que soit la somme a-\-b, nous 

7 - 
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allonc faire’ voir qa’il en est ainsi des formules sin 
( a — 6 } ei «os ( a — b ). 

t • , 

En effet ,ona:a=a — b b. 

D’oü sin a = sin ( a — b )cosb sin b cos ( a — b) 
cos a~ coi( a — b ) cos b — sin( a — ‘b ) sin b. 

Cherchant les valeurs de sin ( a — b ) et de cos 
fa — b ), on trouvera que leur composition est la même 
que si l’on a a ^ <C 9^° > donc enfin les formules 
en question sont vraies quelle que soit la somme des 
arcs a b. 

i . ' 

Étant donné le sinus d’un arc, trouver le sinus du 
tiers de cet arc. 

Pour résoudre cette question, on prendra sin ( a b) 
= sin a cos b sin b cos a, en faisant b — 5a on par- 
vient h sin 5a = 5 sin a — 4 sin^ a; ou sin a = 5 sin 
-a — 4 f ®»’ nommant p le sinus donné et a; le si- 
nus cherché, on a l’équation : • . • . \ 

P = 3 a7 — 4 

ou 4a:* — 3a:-|-p=o. “ ' ' ‘ 

Cette équation fait voir que le problème de la trisec- 
tion d un angle conduit h une équation du troisième 

•: .. ; ; \.j . •’ • - 
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On demande ii les racines de l'équation sont tou-* 
tes trois réelles? 



Pour cela, nous allons chercher la relation qui doit 
exister entre les coëfDciens de l’équation ( i — px 

-\-q = o pour que ses trois racines soient réelles. Nous 
verrons ensuite s’il en est ainsi dans notre équation 
particulière. 

Nous supposons le second terme — p x, négatif; car, 
s’il en était autrement, l’équation aurail^es racines ima- 
ginaires. ( Règle des signes de Descartes.) 

L’équation (2), étant du troisième degré, a au moins 
une racine réelle de signe contraire au dernier terme. 
Nommons a cette racine, l’équation sera divisible par' 
X a. Effectuons cette division : 

i ' ) I 

X* ~ px ^ q 

\ 

. a;* x' 

— O a:* — P X q 

. -j.. 4» Œ* a* X „ ' . 

+ a* I a: -f 9 

^ : < • -, 

_ a* I — a‘ -f- a -f ^ ^ . 

“ ‘ J ,' 

* * s s » * * ‘ 

Le reste de celle division étant nul, on a : a* = p a 



y x ^ — a a: 4“ — P • 
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tj. ( 3 ). Il est facile de trourer la condition pour 
que le* deux racines du quotient égalé h *épo , soient 
réelles ; on trouve : 

P i a'^. 

D’où 4 ® ^ 5 a*. 

Mettant à la place de 3 a* sa valeur tirée de î’équa- 
tion ( 3 ) , il vient : 

4op>3op-j-3^. 

D’où O /> > 5 

Élevant au carré 

Multipliant cette dernière inégalité par la seconde 

incaibre par membre , il vient : 

% 

a? > 27 o* 7* ou 4 P* *7 9* > ■' 

relation dans laquelle il n’entre plus que les ooëlliciens 
de la proposée ( 2 ). Si l’on avait l^ p^ = 277*, il est 
évident que l’équation aurait deux racines ^ales. Donc 
lorsqu’une équation du troisième degré sera ramenée à la 
forme de l’équation (2) , on saura immédiatement si ille 
a ses racines réelles. . ^ . 

Dans toute équation du troisième degré a:* M 
-f- N Æ + K. = 0. On peut toujours fairq dîspat-altre 

M , 

le second terme , en posant x — y — — • Ainsi la re- 

■1 - r. . . , ' d 1 ... I 1 , 



r - - 
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solution d’une équation du troisième degré peut être 
ramenée à celle d’une équation do même forme que 
l’équation ( a ). Or la relation qui existe entre les 
racines delà /'(x), et celle àc\&f{j) étant du premier 
degré , il en réstdte que si la fonction d j'’ a ses racines 
réelles , il en sera de même des racines de la fonction 
d’x. Donc on peut toujours s’assurer, sans avoir recours 
à l’équation aux différences, si une équation du troisième 
degré a ses trois racines réelles. 

Revenons à notre équation. 

4 a‘— 3x-|-p*=!o; 

Ou x’ — \ X 

4 

11 s’agit de voir si on a la relation 4 P* ^ *7 9 * * P 
étant égal à jet 9 

4 

Il *_i 

Or il vient : 4 * > 27 . ^ , ou 87 > *7 ‘ 

4 4 

Ce qui est vrai , puisque p , qui est un sinus , est plus 

petit que l’unité; donc la question admet trois solutions. 

(•«« • 

Sïp^ 1 , on a 4 />‘ = 37 9 ** Dans ce cas l'équatiou 
a. deux racines égales. 
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Comment se fait-il qu’en cherchant le sinus d'un 
arc donné par son sinus, on trouve trois valeurs 
pour le sinus du tiers de cet arc ? 

• - « V 

... \ 

I 

C’est qu’en donnant un arc par son sinus > on se 
donne en même temps tous les arcs qui correspondent 
à ce même sinus; or, comme le calcul ne doit pas don- 
ner plutôt le sinus du tiers d’un de ces arcs que celui 
des autres, il les donne tous. 

Nous allons vérifier ces résultats en cherchant di- 
rectement les sinus des tiers de tous les aers qui ont le 
même sinus. 

, Les formules de ces arcs sont: . .. . 

fl/., /* 

sAtt -|- aot aATT-j-ir-^fl. ' ' ' * 

ILs’agit donc de trouver 

. 3 • • 3- n - 

; .' i '.‘"Ç 

En faisant, dans ces formules, A = 0 , i, 2 , 3.... on 
connaîtrait tous les sinus cherchés; mais cette recher- 
che se simplifie beaucoup en observant qu’il peut se 
présenter trois cas en attribuant différentes valeurs à K, 
savoir : K = 3 K', K = 3 K' + 1 et K = 3 K' -f- 2 . 
Or, il suffit de donner à K ces trois valeurs pour avoir 
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tous les sinus cherchés. En effet, en supposant K un 
certain nombre exactement divisible par 3, l’arc de- 
vient un nombre exact de circonférences plus — et son 

a ^ ‘ 

sinusserasin— , donc on retrouvera toujours la même 

valeur si l’on fait varier K de manière qu’il soit tou- 
jours divisible par 3. On raisonnerait de même pour 
K. = 3 K' -j- 1 et K = 3 K' -j- 2 . Faisons donc succes- 
sivement K t=i 3 K', 3K' -J- 1,3 -(- a, dans les 

deux formules (i) , et nous serons sûrs d’obtenir tous 
les sinus cherchés. Il viendra : 



sin. 



( 6 A:’ w a ) . (aA'w-j-o) 



tm 



stn 



{6 k' 7t-\-n~a) _ ( 2 A’ + ff _ « ) 

3 5 3 



( n a\ 

J 

5 3 / 

{'6 Ajr - l - 2 jr -}- o ) . ,, . 

. ■ 3 ' 

■ O \ . f If 

(3'~3/""’'‘” (3“"3 J - 

sin = sin ^ ^ ^-1) 



a 

sin-^ 
. 3 



. . U 






I » 

l 
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5 

+ ^+®]=_«n [ j+y) 

; ( 6 A' « + 5 ir — a ) 

jin 




Il résnhe de là, qu’on tronre trois valeurs diffé-' 
rentes pour les sinu$ des tiers des arcs donnés par un 
meme sinus , ce qui explique pourquoi on est arrivé à 
une équation du troisième degré , en traitant la même 
question par le calcul. 

De plus , nous avons dit plus haut que si p = i . 
ce qui correspond au cas où l’angle donné serait de 
90*, l’équation aurait deux racines égales ; voyons si , 
dans cette hypothèse , deux des valeurs des sinus des 
tiers sont égales. Les trois valeurs difiérentes sont : 

T . a./w a\ . / K , .a\ 

"" ï'^^nS-S-J'-^ls + si- 

or, si a =< 90°, la première valeur se réduit à sin 3 o* ; 
il en ost de même de la seconde ; donc les valeurs 
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I 

trouvées per le calcul s’accordoroot btea avec celles 
qu'on trouverait par les formules. 



Etant donnée la t a ng en t* d’un arc, trouver la 
tangente du tiers de cet arc. 



On prouverait , comme on vient de le faire , qu’en 
cherchant les tangentes des tiers des arcs qui cor- 
respondent à une même tangente , on trouverait trois 
valeurs différentes; ce qm expliquerait comment, en 
traitant la question par le calcul, on arrive à une 
équation du troisième degré; et ce qui prouverait 
que les trois racines de cette équation sont réelles. 
Nous allons prouver cette dernière partie au moyen do 
l’algèbre. 

On a tangia:i- b (.) 

1 — tang a tang b. 

,t 

Faisons é — a, il viendra : 



tang 2 0 = 



2 Umg a 
J — tang* «. 



( 2 ). 



Posons'é «= 9 o 4 aus la première fonmde, on aura : 



tang 3 a 



tang a -|- tang 2 o 
1 — tang a tang 2 a. 
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Mettant h la place de tang { 2 a ) la valeur ( 9 ) / il • 
vient : ' ^ \ • 



tang 5 a 



, \ s tang a 

tang a -j- Ê 

1 — tang^ a 

1 — 9 tang^ « 

I — tang* a 



3 tang a — tang* a 
1 — 3 tang* a. 



Ou nommant p, tang 3 ’a et a, tang a, on aura : 



3 a: — X* 
1 — d X* 



Ou/» — 5 P X* —d X — a:*. 

Ou X* — ô P X* — 3 a: -}-/> — O- 

Telle est l’équation du problème ; il s’agit de prou- 
ver que ses trois racines sont réelles. 

Pour cela , nous allons faire disparaître le second 
terme en posant x :z=y -j- p. Il viendra : 

Z(p)^-Qp(p)-5 ==f-(p) 

5(p)—Bp '' 

I » • \\ \ ‘ 

+ »• 
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La transformée sera donc ; 



/ — 5 ( />* + ‘ ) / — 2 />•( /»’ + 1 ) = O- 

Voyons si la relation 4 />* > * 7 V* est satisfaite. 
Il vient : 

4. «7 (/>* + » )‘ > *7- 4^* (/»* + » )* 

✓ 

Supprimant le facteur commun sy , 4- * 

Divisant par ( * )*. il vient : 

P* + 1 > P* ; 

donc les trois' racines sont réelles. ' 

» • ' >• 
Etant donnés deux côtés et l’angle compris dans un 
triangle J calculer directement le troisième côté. 



-V. nommant a , b , e, trois. côtés da triangle et 

A,' B, C , les angles . on a : . , . 




s’agit de rendre calculable par les logarithmes. Pour 
cela, on se rappelle que coj. A = cos.*jA — A. 
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Ordinairement on remplace eos.* i A par i — am.*-* A. 
cte.... Voyons s’il ne serait pas plus simple d’exprimer 
cos. A en fonction de cos. | A. 

On aurait : cos. A = 2 cos. * ^ A — i . 

3 a 



d’où a 1/ + r^4 ç<w- * i A ^ 



^'oh a== { b -{-c ) \/ ‘ — 4 I A 

{b-^cj^ 

4 A c coi. ’ J A 



posons 



{b^à) 



LU =ç sin* S ( I ) on aupa 



a=f b -}- c J i ^ sin. 3, oua ^ { b J 8. 



Si b=c. Il vient: a=a 4 c<w î; or, si A == c, la re- 
lation ( 1 ) SC réduit à cos. j A. = sin. S , donc cos 3 = 
sin. J A et par suite a — a b sin. |A qul^îomme on le 
sait la valeur ù laquelle on devait parvenir en supposant 
b C. Cette discussion est donc beaucoup plus sim- 
ple que celle à laquelle on est conduit par la valeur 
ordinaire de a. Gela est vr^i , mais lorsqu’on donne 
un angle d’un triangle et les deux côtés qui le com- 
prennent, le problème est toujours possible, la valeur 

de a doit êtreréelte. Il faut donc ^u’on ait< 

'i' ■ . i- '5 A 'î " 'j 



■ -i 
./. ' 



■ , . -4 b f CW* i A . 

• ■ ii+cj’--. 



.V;> 




riiniii--i bv 
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Or , on demande s’il en est toujours ainsi ? Pour 
cela , il suffit de prouver que ( A c ) ^ est plus grand 
que /t à c. 

Or on a { ù — e )**>• o. 

D’oü (6 — c)*+4^c>46c. 
ou(4-|"‘^)*>44cj • 

donc en eiTct la valeur de a sera toujours réelle. 

On a TU que lorsqu’on donne un arc a par son cosr- 
nns , et que l’on cherche le sin et coi de la moitié de 
l’arc a , le calcul conduit à une équation incomplète 
du second degré en cot | a. et de même pour sin jO. 
Nousallonsprouver, par une construction géométrique, 
qu’O n’oKiste réellement que deux valeurs égales et de 
signes contraires pour les sin et cos des moitiés de 
tous les arcs qui correspondent au même cos. 

Soit O I ( fig. 6s ) le cos donné. Les denx arcs qui 
correspondent à ce cos sont : A B et AB B'. Soit m le 
point milieu de A B ; le sin. m p et le cos. o p ré- 
pondent k la question. Si nous ajoutons à l’arc A B 
un nombre pair de circonférences, et que noos en 
prenions la moitié , nous retomberons toujours sur le 
point m , et par suite sur le sin. tn p et sur le cos. o p. 
Si nous ajoutons , au contraire , à l’arc A B un nom’- 
bre impair de circonférences, et que notis en prenbns 
la moitié , cela revient évidemment à ajouter à l’arc 
A m une demi-circonférence. Pour cela, menons le 
diamètre m m’ , ce qui donne l’arc A B m' , dont le 
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sin. m P est égal et de signe contraire h mp , et dont 
1 « cos. O P est égal et de signe contraire hop. Tant 
que nous ajouterons à Â B , un nombre impair de 
circonférences , et que nous en prendrons la moitié , 
nous retomberons toujours sur l’arc A B ni', et par 
suite sur le sin. m" p , et sur le cos. o p. 

Considérons maintenant l’arc A B B' qui correspond 
encore au cos donné , et prenons-en la moitié. Pour 
cela, prolongeons m /) jusqu’en q', ce qui donne le 
milieu de A B' , et menons le diamètre 9 </' , le point q 
est le nûlicu de l’arc considéré; cela est facile à voir. 
II s’agit de démontrer maintenant que le sinus de l’arc 
A 9 passe au point p. L’arc A m — A. 9' s=s A' m'; or 
A 9' e= 9 A' , donc A' 9 = A' m'. Le sin. 9 p' est donc 
régal à tnp. ... ■ 

Si nous ajoutons îi A B B' un nombre pair de cir- 
, conférences, et que nous en prenions la moitié, nous 
retomberons toujours sur le point 9, et par suite sur Je 
sin. 9 p et sur le cos, 0 q. Si , au contraire , nous ajou- 
tons à A B B' un nombre impair de circonférences ^ 
que nous en prenions la moitié , cela revient h ajouter 
à A B 9 une demi-circonférence. Pour cela , menons 
le diamètre 99', ce qui donne le point 9' pour lequel 
on a le sin, pq == m p et le cos. p 0 déjà trouvé. 

On voit donc, par cette discussion, que la géomé- 
trie ne donne que deux valeurs égales et de signes 
contraires pourrie stn | a et pour le cosja; ce’ que 
nous savions déjà par le calcul. 
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Ixirsqu’on donne un arc a par son sinus , et que l'on 
cherche sin J a et cos j a en fonction de stn a , le 
calcul donne quatre valeurs égales deux h deux et de 
signes contraires pour les lignes cdicrchées. Nous allons 
démontrer la meme chose par des moyens géomé- 
triques. 

Soit OC, ( fig. f)5 ) le sin donné. Les arcs qui 
correspondent au même sin sont : A B et A B B'. 
Prenpns A m', moilic de A B ; le sin m p et le cos o p 
répondent h la qucsllun. Si nous ajoutons à A B un 
nombre pair de circonférences, et que nous en pro • 
nions la moitié, nous retomberons sur l’arc A m et 
par suite sur lè sin m p et sur le cos o p. Si nous 
ajoutons, au "contraire, h A B un nombre impair ;de 
circonférences , et que nous ou prenions la moitié, 
cela revient à ajouter à A »« une demi-circonférence. 
Nous obtenons ainsi l’arc A B m' dont le sin m' p' et le 
cos o p sont égaux et de signes contraires aux premiers. 
Tant que nous ajouterons à. A B un nombre Impair 
de circonférences et que nous en prendrons la moi- 
tié, nous retomberons toujours sur le sin et le cos 

en question. v • * 

• 

Considérons actuellement l’arc A B B' et prenons^in 
la moitié. Cela nous donne l’arc A n ; donc le sin n <f 
et le cos q o répondent à la question. Si nous ajou- 
tons à l’arc A B B' un nombre pair de circonférences 
et que nqns en prenions la moitié, nous retomberons 
sur l’arc A n et par suite siu* les sin et cos déjii ob- 

8 
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tenus. Si, maintenant, nous ajoutons à l’arc A B B' un 
nombre impair de circonférences et que nous en pre- 
nions la moitié, cela reviendra à ajouter àA n une 
demi-circonférence. Cela nous donne le point n pour 
lequel on a le sin n’ q , égal et de signe contraire à 
nq, et le cos o 9 ' égal et de signe contraire h o q. 
Do plus , tant que nous ajouterons à A B B' un nombre 
impair de circonférences et que nous en prendrons la 
moitié , nous retomberons toujours sur le point n et 
par suite sur les sin et cos déjà trouvés. * 

On voit donc qu’il n’y a que quatre valeurs égales 
deux à deux et de signes contraires pouf les sin et cos 
des moitiés des arcs correspondant au même sinus , et 
que le calcul est confirmé par la géométrie. 

On pourrait appliquer des raisonnemens analogties 
h ceux-ci pour trouver tang. | o en fonction de tang 
a, etc. etc. 

Lorsqu’un arc est donné par son sinus et qu on de- 
mande le sinus du tiers, le calcul conduit à une 
équation du troisième degré. La géométrie va nous 
sgrvir encore pour prouver la réalité de ses racines. 

Soit O C ( figî 64 ) le sin donné. Les arcs qui 
correspondent à ce sin. sont: AB et AB B. Nous 
allons les considérer successivement. Commençons par 
diviser la circonférence en six parties égales à partir 
du point A. Soit A m le tiers de A B , m /> sera un 
des sin cherchés, et si nous_ ajoutons à A B un nombre 
de circonférences exactement divisible par trois, et que 
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nous en prenions le tiers , nous retomberons snr 
point m et par suite sur le sin m p. Ajoutons , mainte- 
nant, àÂB un nombre do circonférences tel qu'en 
le • divisant par trois , nous ayons pour reste l’u- 
nité, et prenons-en le tiers, cela retiendra à ajouter 
à A m un tiers de circonférence. Or un tiers de circon- 
férence vient au point 2 ; portant à partir de ce point 
une longueur égale h A m, nous obtenons le point m ; 
et le sin m p répond encore à la question. Si nous 
ajoutons àAB un nombre do circonlercnces tel ^ 
qu’en le divisant par 5 , le reste soit s , et que 
nous en prenions le tiers , cela reviendra à ajouter à 
A m les deux tiers d’une circonférence, ce qui nous 
donne le point m et le sin. ni p ’ , qui est un des sin. 
cherchés. Nous a'vons fait toutes les hypothèses sur le 
nombre des arcs h ajouter h l’arc A B. Passons main- 
tenant h l’arc AB', et prtmons-en le tiers; cela revient 
à retrancher le tiers de A B du tiers d’une demi-eir- 
conférencc. Nous obtenons ainsi le point n et le sin. 
n <1 évidemment égal à m p. Si nous ajoutons à A B' 
un nombre de circonférences exactement divisible 
par 5, et que nous en prenions le tiers ,,nous retom- 
berons sur lu point it et par suite sur le sin. n q. 
Ajoutons à A B' un nombre de circonférences tel qu’en 
le divisant par 5 , on ait 1 pour reste, et prenons-en 
le tiers; cela reviendrai ajouter à un tiers do, cir- 
conférence le tiers de l’arc A B' qui est égal à une 

division moins le tiers de A B. Nous obtenons ainsi le 

1 

point li' et le sin, n' q' égal à m p. Si, actuellement, 

8 . 
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nous ajoutons à A B' un uoiiibi'c tic circonférences tel 
qu’eu le divisant par 5 , ou ait 2 pour reste , et 
que nous en prenions le tiers, cela revient à ajouter 
aux deux tiers d’une circonférence le tiers do l’are 
A B'. Gela donne le point n et par suite le siti. n q' 
égal hm p'. On voit donc qu’il n’y a que trois va- 
leurs pour le sinus du tiers d’un arc donné par son 
sinus, ce qu’il fallait démontrer. 

La même figure nous fait voir qu’il y a six valeurs 
• différentes pour le cosinus du tiers d’un arc donné 
par son sinus, et c’est pour cela que le calcul nous 
conduit dans celle question à une équation du sixième 
degré. 

Lorsqu’on donne un arc par sa tangente et qu’on 
demande la tangente du tiers de l’are, le calcul con- 
duit à une équation du troisième degré. Nous allons 
prouver géourétriquement la réalKé de scs racines. 

Soit A K ^ fig. G3 J la tangente donnée. Les deux 
arcs qui correspondent à la même tangente sont AB 
et A B B'. Considérons d’abord l’are A B , et prenons- 
cn le liei'S AC, la tangente A m répondra à la ques- 
tion. Do plus , si nous ajoutons à A B un nombre de 
circonférençes exactement divisible par 3, ét que 
nous en prenions le tiers , nous retomberons toujours 
sur le pointe et par suite sur la tangente A »i. Ajou- 
tons maintenant h A B un nombre de circonférences 
tel qu’e^i le divisant par 5 , le reste soit l’unilé , et 
prcuons-cri le tiers; cela reviendra à ajouter le tiers 
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(Vunc circonlérence au tiers de A B. Nous obtenons 
ainsi le point E et la tangente A F qui répond ii la 
question. Si nous ajoutons à A B un nombre de cir- 
conférences tel qu’eu le divisant par 5 nous ayons 2 
pour reste, et que nous en prenions le tiers, cela 
reviendra à ajouter aux deux tiers d’une circonféicncc 
le tiers de A B. On obtient ainsi le point G et la 
tangente A q qui est une des tangentes cherchées. 

Passons maintenant h l’arc A B B' qui correspond 
aussi à la tangente donnée , et prenons-en le tiers. 
Pour cela , remarquons que l’arc A B B' se compose 
d’une demi-circonférence plus AB; donc, pour prendre 
le tiers de A B B’, il sulfit d’ajouter au tiers d’une 
demi-circonférence le tiers de A B. Cela nous donne 
le point D et la tangente A q que nous avions déjii 
obtcuuc. Si nous ajoutons b A B B' un nombre de 
circonférences exactement divisible par 3 et que nous 
en prenions le tiers-,, nous retomberons toujours 
sur le point D et par suite sur la tangente A q. Ajou- 
tons aetuellcmcnt h A B B' un nombre de circonfé- 
rences tel qu’en le divisant par 5 le reste soit l’unité, 
et prenons-eu le tiers; cela revient à ajouter au tiers 
d’une circonférence le tiers do AB B', qui est égal 
à une division plus Le tiers de A B. Nous obtenons 
ainsi le point f et la tangente A m déjà trouvée. Si 
nous ajoutons h A B B' un nombre de ciconférences 
tel qu’en le divisant par 3 on ait 2 pour reste , et que 
nous en prenions le tiers, il csl évident que cela 
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revient à ajouter le tiers de A B B' aux deux tiers 
d’une circonrércncc. On détermine ainsi le point H et 
la tangente A E , que nous avions obtenue précé- 
demment. 

L’équation du troisième degré que l’on obtient en 
cherchant la tangente du tiers d’un arc en fonction de 
la tangente do l’arc, a donc ses trois racines réelles, ce 
qu’il fallait démontrer. 

JÉlant donnée une ligne trigonomélrique d'un are , 
trouver une ligne multiple ou sous-multiplc de 
cet arc.^ ' ' ^ . 

; 

En général , il faudra exprimer la ligne donnée et la 
• ligne inconnue eu fonction d’une troisième ligne; alors 
l'élimination de celte troisième ligne entre les deux 
dernières équations donnera une relation entre la^ 
ligne connue et la ligne cherchée. Cette question nu 
présente pas d’autre difficulté que colle do résoudre 
une équation irrationnelle. ( V oyez V algèbre de 
M. Rcynaud. ) 
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QUESTlOHrS SUR L'ARITHMÉ^QUE. 

Un nombre étant écrit dans te s^'stèmc de numéra- 
tion dont la base est Bj écrire ce même nombre 
dans le système dont la base est «. 

On commencera par écrire le nombre donné dans le 
système déçimal. Par exemple , si les chiffres du nom- 
bre écrit dans le système dont la base est B , sont p, (j, 
r, s , la valeur de ce nombre , dans le système déci- 
mal , sera : s -|- r B -(- </ B^ -|- /> B’. Posons celle 

somme = N. Si l’on désigne les chiffres" du nombre 
écrit dans le système dont la base est k , par a, b j c, d, 
on aura ’régalilé : 

N = d + c « A -I- a 

Ou N = d -|- « ( c -\-.b « -|- a ). 

Cette égalité fait voir qu’en divisant N par a , le reste 
de la division sera égal à d, c’est-à-dire au chiffre des 
unités du nombre écrit dans le nouveau système. Dé- 
signons le quotient de la division par Q on aura : 

Q — c ^ 

Ou Q=c-j-«(6-|-a«). 

On voit encore qu’en divisant Q par «, le reste dn 
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la division sera le chifiVc du second ordre dans le nou- 
V ean système. Soit Q' le quotient de cetlc ^condc di - 
vision , on aura : 

, Q' = 6 

Le reste de la division de Q' par a . , fera counaitre le 
chifl're des unités du troisième ordre. Le quotient de 
cette dernière division est a , nombre plus petit que «; 
donc, lorsqu’on parviendra à un quotient plus petit 
que la base, ce quotient sera le/chifire des plus hautes 
unités du nombre éverit dans le système demandé.- 

L'n nombre quelconf/ue étant donné ^ y a-t-il plus à . 
parier que ce nombre est exactement divisible par 
4 8 que par ^5 

Oui , parce que , dans le premier cas, on peut avoir 
47 restes düTérens dé zéro , et 74 dans le second. 

(Quelles sont les conditions pour qu’un nombre soit 
divisible par .v6 ? 

On remarquera qne 36- peut sc décomposer en g X 
4» olors, réunissant les deux conditions pour qu'un 
nonibre soit divisible par g et par 4 . on auia les condi- 
tions demandées. 
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Poun'ait-on former la table des carrés des nombres 
naturels sans être obligé d’ élever chacun d’eux 
au carré ? 



Oui, car lorsqu’on aura trouve le carré d’un nom- 
bre N , il suffira de lui ajouter *2 N -f-. i , pour avoir le 
carré du nombre supérieur d’une unité. 

# 

Prouver que tout nombre a une racine carrée. 

D’abord il suffit de le prouver pour un nombre qui 
n’est pas un carré parfait. Soit , par exemple, le nom- 
bre 7. Sa racine est comprise entre 2 et 5 ; or , si l’on 
' l’ail croître. 2 d’une manière continue jusqu’à 5 , il est 
clair qu’il y aura un moment où la quantité variablô 
sera précisément égale h la racine de 7. On peut so 
convaincre de cett'e vérité en extrayant la racine d’une 
ligne égale à 7 fois l’unité , par la géométrie. 



. Peut-on exprimer exactement la racine de 'j ? 

\ 

Non, parce que les grandeurs que nous savons écrire 
ne croissant pas par degrés insensibles , la racine de 7 
se trouve comprise entre deux des grandeurs que nous 
pouvons exprimer. . ' 
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Mais, puisque la racine de 7 est comprise entre 2 et 3 , 
eUe est égale à 2 plus une certaine fraction et par 
suite à une expression fractionnaire que vous pourrez 
écrire. 



G:la n'est pas possible ; car soit 



a 

~b 



l’expression frac- 



tionnaire égale 7. /On "peut sans changer la 

valeur de — ramener celle fraction à l’état d’irré- 

b 

dnclible, alors en élevant au carré on aurait une 
fraction irréductible , égale à un nombre entier , ce 

qui est impossible. Il résulte de là que 7 n’a pas de 

commune mesure avec l’unité ; c’est pour cela qu’on 
donne à cette racine le nom d’incommensurable. 



^ Toutes les fractions sont-elles commensurables '/ 



Oui. Par exemple , la fraction ~ a pour commune 
mesure avec l’unité la partie de l’unité. 

La racine carrée de 7 ne pouvant s ‘obtenir exacte- 

’ • ment, on pourra faire en sorte que l’erreur com- 

• * 

mise soit moindre qu’une certaine unité décimale ; 
l’on demande si enobtenant des chiffres décimaux 
à la racine, on pourra trouver une période? 



Cela n’est pas possible , car si la racine était expri- 



Di“ ■ - ^ÎOOJ^lc 
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niée par un nomLrc décimal périodiipic , simple ou 
uiixle , comme ce nombre décimal serait égal à uuo 

l'raction, il eu serait de mémo de 7 , ce qui est im- 
possible. 

Les questions ci-dossus peuvent être faites pour la 
racine cubi«iue, les réponses seront absolument les 
mêmes. ^ 



partager le nombre 3(io en trois parties qui soient 
entre elles comme les nombres 2 j j 5 V-» 4 v 

Cela revient h partager le nombre cri trois parties qui 
süicut cutro elles comme , 5i.. 

Or , si le nombre à partager était la somme de ces 
trois derniers , la première partie serait 3o ; si le nom- 
bre h partager devenait deux fois plus grand , sa pre- 
mière partie serait le double de 3o ; donc la somme 
des trois nombrês 3o , 4o et 5i est au nombre à par- 
tager comme 3o est ë la première partie fle ce nom- 
bre. On trouvera de même la seconde partie , ensuite 
la troisième, en retranchant du nombre donné la somme 
des deux parties trouvées. Ou résout ainsi toutes les 
règles de société , qui reviennent évidemment h jiar- 
lage^ un bénéfice ou une perle en parties proportion 
nellcs à des mises données, ^ . 
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La valeur d’une somme d’argent comptant , après 
un certain temps , peut être considérée comme un 
produit composé de deux facteurs , savoir ^ la som- 
me d’argent comptant, et la valeur d’un franc 
après le temps considéré. 



Clicrchons la valeur de 3ooo' après trois ans , ayant 
égard aux intérêts composés. Le taux étant 

On dira : i oo' rapportent 5^ 

I' 

, • . 30 / 

donc ï', après un au , vaudra ~ ; une année' plus 

. I ‘20 

tard, ce franc vaudra les — de — , ou f — enfin, 

ao ao. • \ 20 y 

après trois ans , ce franc vaudra / — ) . Les 3ooo * 

' \ 20 y 

vaudront donc , après trois ans , 3ooo fois plus qu’un 
franc , ou 0000 ^ | — j > ce qu’il fallait prouver. 

D où il résulte que pour, avoir la valeur, en argent 
comptant, d’une somme payable dans un certain temps, 
il faut diviser cette somme par la valeur d’un franc 
après ce temps. 




t 



1 a5 

On demande si en opérant ainsi on fuit des 
proportions ? 



Cela n’est pas douteux , mais nous trouvons de l’a- 
vanla};c à employer cette im'lliodc , en ce que si l’on ' 
denianduit la valeur des 3ooo^ après 20 ans , 011 saurait 

de suite qu’elle est égale î> 5oo0 X j , expres- 



sion calculable par logarithme. 



T roig billets i L'un de A' payable dans trois mois , 
l’autre de B' payable dans 4 mois , le troisième 
de C' payable dans 5 mois , ont produit en argent 
comptant une somme de ; on danande le taux 
de l’intérêt ? 



On désignera par x l’intérêt d’un franc pendant 1 
mois ; 1 ' vaudra 1 3 x après 3 mois; 1 -{- 4 ■'c après 

4 mois , etc. On aura donc l'équation : 



+ 



B 






c 



= D 



•Cette équation n’ayant qu’un changement de signe , 
n’aura qu’une valeur positive pour x, ce qui fera con- 
naitre l’intérêt d’un franc pendant un mois. Il sera 
facile d'en déduh’e le taux cherché. 
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^Acquitter looo* en trois paiemrns cgaus, payables 
fin de première y seconde y troisième année y ayant 
égard aux intérêts composés , le taux étant i o. 



Si l’on ne payait les looo' qn’après trois ans, on 
devrait ce que valent ces looo^ après çe temps ou , 

looo X / — ) • — D. Or, si Ton évalue chaque paie- 
\ 10/ 

ment à la fin de la troisième année , il est clair que’ la 
somme de ces évaluations devra égaler D ; on aura donc 
une certaine expression fractionnaire du premier paie- 
ment égale ^ D , ce qui permettra d’en déduire le 
premier paiement. Ainsi , ‘dans la question proposée , 
le premier paiement évalué , è la fin de' la troisième 

annécjvaudra les [—1 de lui-même ; le second paie- 



ment vaudra , à la même époque , les i-i de lui-même, 

10 

ou du premier , puisqu’ils sont égaux ; enfin le troi- 
sième vaudra les ~ du premier. En ajoutant ces trois 
10 

fractions , on aura : 



35i 

Les '"*• du premier paiement = D ; d’où il sera 

100 



facile do déduire la valeur du premier paiement , et 
par suite le second et le troisième, puisqu’ils sont égaux. 
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Pour vérifier si l’on a bien opéré , on cherchera les 

— de looo'; ce ser^ ce qn’on devrait iihe année plus 
10 

tard ; on retranchera de cette somme le premier 

paiement , le reste sera ce qu’on devra encore ; on 

\ 

prendra les ■ — de ce reste , on aura ainsi ce qu’on 

lO 

devrait à la fin de la seconde année ; de la somme 
trouvée , on retranchera le premier paiement , le reste 

sera ce qu’on doit encore ; prenant les — de ce res- 

lO 

te , on aura ce qu’on devrait à la fin de la troisième 
année , et comme on n’a plus qu’un paiement à ef- 
fectuer, il faut que les — du second reste soient égaux 

lO 

au premier paiement. 

Nous observerons que , dans la vérification , le pre- 
mier paiement est soumis à plusieurs opérations ; 
d’après’ cela ,,pour que la vérification soit complète , 
il faut obtenir le premier paiement avec quatre ou cinq 
décimales. 

Résoudre la même question par logarithmes. 

Représentons par A le capital qu’on se propose d’ac- 
quitter ; par l> chaque paiement ; par n le nombre des 
. paiemens , et par r l’interet d’un franc par an; r sera 
toujours connu quand le taux sera donné. 
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La sommé qu’on ilcvrait après n années sera évi- 
demment A ( 1 r )", et celle somme doit égaler celle 
des évaliialions des n paicmens h la lin de la 
année. 

Or , le premier paiement vaudra à cette époque 

A ( 1 -j- 7 ’ )«-» ; le second vendra A ( i -j- ?’ )»-2 ; 

l’avanl-dernier paiement vaudra ^ ( i -|- ?• ) , et enfin le 
dernier sera b ; ou aura donc l’équation ; 

A ( 1 ^r)n =?; A 6 ( 1 -j-r) , 

r|- ^ + ^’) ’V ^ (*+’■) +b + ’■) 

, Le second membre de celte équation est évidem- 
ment la somme des termes d’une' progression géomé- 
trique croissante , dont le premier terme est b , et la 
raison i -j- t' ; J’équalion devient donc : 

I 

Ar f 1 -|- nj 

D’où b — r 

expression calculable par logarithme. 

Pour avoir le logarithme du dénominateur, on cher- 
chera le nombre qui correspond ù (>-!-»■)"» on en 
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retranchera Tunilé , cl l’on prendra le logarithme du 
reste. ’ ‘ ' 

Nous remarquerons que la formule ( 1 ) contient 
quatre quantités ; donc trois quelconques étant don- 
nées , on pourra trouver la quatrième ; on a donc, par 
ce résultat général , la solution de quatre problèmes 
qu’il est facile d’énoncer en regardant successivement 
chacune des quatre quantités comme inconnue. 

Étant donné un quotient périodique simple^ trouver 
la fraction génératrice au moyen des progressions 
décroissantes. * 



Soit o, 37 37 37. . . . l’expression décimale donnée, 
celte expression est égale à 



h - [ S7 

100 lOOOU 



4 " 



37 



1000000 



Celte dernière c$t une progression géométrique dé- 

5 _ 

croissante , dont le premier terme cst-1-^ et la raison 
. . 100 

un centième ; donc la fraction cherchée o»t égale b 



' ) (H ^ J . I 

On pourrait également se servir des progressions dé- 

9 



3 ? 

100 



9 'J 
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croissantes pour chercher la valeur d’un nouhre déci- 
mal périodique mixte. 

» 

On peut demander d’employer la formule 




k la résolution de la question précédente. Alors on ob- 
serverait que les termes > — ^Z_ .... allant tou- 
jours en diminuant , le dernier terme L sera égal il 

zére« et la formule deviendra : S = — ^ . 

i—q 



La somme de deux nombres est 36 , leur différence 
est i4 > on demande les deux nombres , en em~ 
ployant un raisonnement purement arithmétique. 

Un grand nombre de jeunes gens répondront qu’en 
ajoutant la demi-somme avec la demi-différence , on 
aura le plus grand des deux nombres . etc. C’est de 
l’algèbre. On <d)8ervera que si les deux nombres étaient 
égaux , ces nombres seraient 1 8 et 1-8 ; or , si l’oa 
augmente l’un de 7 qui est égal à la demi-différence 
et qu’on diminue l’autre de 7 , il est évident que la 
somme sera toujours 36 et la différence i 4 ; donc les 
deux nombres cherchés sont et 11, comme il est 
facile de le vérifier. 
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Démontrer que tes dé finitions arithmétiques et algé- 
briques des logarithmes sont identiques. 



Nous roppellerons les deux définitions. 

Lorsqu’on compare deux progressions , l’une arithmé- 
tique , dont le premier terme est zéro , l’autre géométrique, 
dont le premier terme est l’unité , les termes de la pro- 
gression arithmétique sont les logarithmes des termes 
correspondons dans l’autre progression. 

' *f . ' \ .Ji 

En algèbre, le logarithme d’unnombre est la puissance ^ 
à laquelle il faut élever un nombre invariable pris pour 
base, pour reproduire le nombre considéré, 

.•» 'î *. ' • 

Soient les deux progressions : > 



... — 3 . — 2. — I. O. 1. 2. 5 . 4 - • • 

i 

•••TTTi «ri» • iT : 1 : »o : loo ; looo : loooo... 



Pour étendre la propriété connue de ces progressions^ 
à des nombres quelconques , concevons que l’on ait 
inséré n — i moyens entre leurs termes consécutifs , 
la raison de la première des noavelles progressions sera 

La raison dans Ia nouvelle progression géométrique 



sera l/ «oou io~ 

1 ) ^ - 





Alors les nouvelles progressions seront : 

1 1 1 

^ O . ^ 1 

n 2 n on 

J 1 1 

-n -« — 

-H- 1. 10 ® ; lo® ; io“" lo. ..... . 

L’inspection de ces progressions fait voir que les deux 
définitions sont identiques. 

/ * 

Sur quels principes repose la propriété fondamentale 
des logarithmes ? 

Sur les deux principes suivans : que dans une pro- 
gression arithmétique dont le premier terme est zéro , 
la somme de deux termes quelconques est toujours un 
des termes de cfette progression , et que dans une pro- 
gression géométrique dont le premier terme est 1 unité, 
le produit de deux termes quelconques est toujours un 
des termes de la même progression. 



Prouver que les deux principes que l’on vient de citer 
ne conviennent pas à des progressions quelconques. 



Nous remarquerons que, dans les progressions que 
l’on prend pour former im système de logarithmes , il 
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n'y a pas de premiers termes ; car ces progressions se 
continuent à l’infini dans les deux sens. Nous appellerons 
terme de départ celui qui , avec la raison , sert h expri- 
mer tous les termes d’une même progression. 

Cela posé , soit a le terme de départ dans une pro- 
gression par dilTérence , et r la raison de cette progres- 
sion. Si l’on désigne par h , un terme qui en a m avant 
lui , et par k , un terme qui en a n avant lui, on aura : 

4 

h = a m r 
A = a -|- n r ; d’où 
k-\-k— )r. 

Or , un terme quelconque de cette progression sera 
donné par la formule l = a pr , en supposant p un 
nombre entier , positif ou négatif; donc , pour que h 
-|- k puisse être un terme de la même progression , Ü 
faut qu’en posant l’égalité : 

i 

. a a -f- ^ m -j- n ^ r = a -f-/9 r, . 

la valeur de p , qui en résultera , soit entière. Or , de 
cette équation on tire : 

' • a 

pr = a-\-( m-|-n^r; 

le premier membre étant divisible par r , il faut qu’il 
en soit ainsi du second ; donc a doit être un multiple 
de r , positif ou négatif ; on a donc a = i 3 r , par 
‘ exemple , si nous prenons le signe plus , le terme qui 
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précédera a , sera égal à s r , le précédent à r , le 
précédent 2i xéro : si l’on prend le signe mdlns , le terme 
qui suivra a, sera — a r , le suivant -~-r, le suivant xéro ; 
donc enfin , pour que la somme de deux termes d’une 
progression par dillférencc soit elle-même un des termes 
de celle progression , il faut qu’un terme de celte pro- 
gression soit égal à zéro. 

Désignons maintenant par a le terme de départ d’une 
progression par quotient , et par tj la raison. Soit x un 
ternie qui en a m avant lui , et ^ un terme qui en a n 
avant lui , nous aurons : 

.•ti m 

X = a q 

^ n 

y — a q : d’où 

3 m t n 

xy = a q. 

Or , un terme quelconque de cette progression sera 

h 

donné par la formule 1 = a q , h étant un nombre en- 
tier , positif ou négatif ; donc , pour que x y soit un 
terme de la même progression , il £lut qu’en posant 
l’égalité 

3 m -t n k 

a q = a q, 

la valeur de k , qui en résultera , soit entière. Or , de 
cette équation , on tire : 

k m f II 

q = aq. 
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< Or , k) premier membre se composant de q , pris tm 
^rtain nombre de fois comme facteur , U faut qu’il en 

soit ainsi du second i donc a doit être une certaine 

t 3 

puissance de q. Soit, par exemple, a = q ; en pre- 

% 

nailt le signe -{- , le terme qui précédera a , sera q , 

1 O 

le précédent q , le précédent sera q , ou i . Si l’on 

- a 

prend le signe moins , le terme qui suivra a ; sera q ; 

- I O 

le suivant q ; le suivant q , ou i. Donc , pour que le 
produit de deux termes d’une progression géométrique 
soit lui-même un des termes de cette progression , U faut 
que , dans cette progression , un des termes soit égal 
à l’unité. 

Il résnlte'de ce que nous venons de dire , qu’il faut . 
pour former un système de logarithmes , prendre une 
progression par différence ayant un terme égal à zéro, 
et une progression par quotient dont le terme corres- 
pondant à zéro s<nt l’unité. 



Pourquoi a-t-on choisi i o pour la base du 
système de bgarühmes ? 

Parce qu’ alors , dans chaque logarithme , le nombre 
qui précède les décimales , et que l’on nomme sa 
caractéristique , indique l’ordre des unités les plus 
considérables du nombre auquel II appartient; et que ,, 
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pour multiplier ou diviser un nombre par dix, cent,etc. , 
il sufHt d’augn\enter ou de diminuer k caractéristique 
de son. logarithme d’une , do deux, unités , etc.^ 

Connaissant les logarithmes des nombres , dans le 
système dont la base est a , trouver le logarithme 
~~ d'un nombre Nj dans le système dont la base 
serait b. 

Soit' a; le logarithme du nombre N dans le nouveau 
système , on aura l’équation : 

N = b ; 

prenant les logarithmes dans 1 q i'' système , il vient 
log N ~ X log b : d’où 

' X = log N X — ~ , résultat facile à interpréter. 
log b 



Trouver le rapport de deux nombres dont les loga- 
rithmes ont la même partie décimale , et dont les 
caractéristiques sont différentes. , 

• I _ • 

Les deux nombres seront entre eux comme i est IV' 
une puissance de lo , marquée par le nombre d’unité» 
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provenant de la dii£ireDcc des deux caractéristiques. 
Par exemple , les nombres qui ont pour logarithmes 
4>5578a et 3, 35782 sont entre eux comme 
1 ; 100; car si l'on ajoutait deux unités 'an plus pe- 
tit , ce qui reviendrait à multiplier par 100 le nombre 
correspondant , on trouverait le logarithme de l’autre 
nombre. 



On tait que le bgarithme d’un nombre e$t trop 
fort de \ y de combien le nombre correspondant 
est-il trop grand? 



Ce nombre est autant de ibis trop grand qu’il y d’u- 
nités dans le nombre dont le logarithme est { ; car 
ajouter - à un logarithme, c’est multiplier le nombre 
qui correspond à ce logarithme par le nombre qui a 
pour logarithme Il est évident que le nombre qui a 

I 

pour logarithme j est 1 o , qu’on pourra calculer 
avec tel degré d’approximation qu’on voudra , mais 
qu’on n’obtiendra jamais exactement. 



Calculer l’expression 




moins 



près par logarithmes. 



d’un centième 



Posant 



X 

100 



; si l’on connaissait la valeur 

1/7 
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d’x qui satisfait è cotte équation à moins d’une unité 
près » cette racine divisée par loo serait la valeur 
cherchée ; cela est évident. Or , de notre équation on 
lire : ' 

X = X lOO; d’où logx = \ 4 -f » — | log 7; 

V 7 

on cherchera donc le nombre qui correspond au loga- 
rithme exprimé par le second membre h moins d’une 
unité près, puis, divisant ce nombrepar 100, la question 
sera résolue. 

Pour former une table de logarithmes , on prend les 
deux progressions o. 1. 1 ; 10 ; 1 00. . . , et l’on 

dit: il faut concevoir qu’on ait inséré entre 1 et lo, 
un très-grand nombre de moyens , etc. 

On demande si, parmi les moyens insérés, les 
nombres 2 , 3 .... pourraient se rencontrer. 

' \ 

Pour répondre à cette question , représentons par ?n 
le nombre de moyens qu’il faudrait insérer entre 1 et 

’ ■ W+l 

10; la raison de la progression serait \/ 10. Or , 10 
n’est une puissance parfaite d’aucun nombre commen- 
surablc ; donc la raison de la progression sera elle- 
même incommensurable . et il en sera de même des 
moyens insérés entre 1 et 1 0. 
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Combien faudra-t-il insérer de mo)'cns entre i et lo^ 
entre o et 1 1 pour obtenir le bgarithme du nom- 
bre 3 , par exemple, à moins d’un centième près. 

Pour que le problème soit résolu , il sulllra que les 
moyens insérés entre o et i dillbrent d’un centième ; 
car le logarithme de 3 se trouvera entre deux de ces 
moyens , et alors sa düTérence avec l’un d’eux sera 
moindre que la leur , et par conséquent moindre qu’un 
centième. Or, si la raison de la progression est un cen- 
tième , et qu’on désigne par n le nombre des moyens 
insérés , on aura l’équation : 



1 1 ^ 
lOO wi -j- 1 ’ 



d’oü 



tn = 99; 



donc il suffira d’insérer 99 moyens pour avoir l’ap- 
proximation demandée. 

y 

I 

Le complément arithmétique d’un nombre est ce 
qu’il faut ajouter à ce nombre pour que le résul- 
tat soit égal à l’unité suivie d’autant de zéros 
qu’il y a de chiffres dans le nombre. 



11 résulte de cette définition que , pour trouver le 
complément arithmétique d’un nombre , il faut rctran- 
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cher le chiiTre des unités de lo , et tous les autres de 

, opération si simple , qu’on la compte pour rien 
dans les calculs. . 

L’usage des complémens est de changer les soustrac- 
tions en additions. 

Pour le prouver , proposons-nous de retrancher 236 
de 487. Le complément de 266 , est 744 î ajoutons 
ce complément à 487, on aura pour résultat i23i. 
Or, ce résultat surpasse le résultat cherché de n 56 qui 
n’a pas été retranché et qui devait l’être de 744 
qu’on a ajouté h 487 ; le résultat trouvé est donc trop 
fort do 256 -j- 744 ou de 1000; il faut donc en re- 
trancher 1000, ce qui donne 23 1 pour reste de la 
soustraction , comme on peut le vérifier. 

Si l’on n’avait qu’une soustraction à effectuer, il serait 
fort inutile d’employer les complémens; mais lors- 
qu’on a à réduire plusieurs nombres positifs et négatifs , 
circonstance qui se présente souvent dans les calculs ' 
par logarithmes, alors on ramène le tout h une addi- 
tion, en ajoutant aux nombres positifs les complémens 
des nombres négatifs et en retranchant de cette somme 
autant d’unités de l'ordre par rapport auquel on a 
pris les complémens. 

J 

T router f par logarithnes et par complémens. 

Désigqons par x la valeur cherchée , on aura : > 



} 
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X = I ; d’où 
^ f foS 5 + CO. log 7 ). 

Or, ce logarithme est trop fort de lo divisé par 3 , 
ou trop fort do Dans ce cas, on augmente lo d’as- 
sez d’unités pour que le résultat soit divisible par 3. 
Ainsi on ajoutera a unités dans la parenthèse , le lo- 
garithme sera trop fort de ou de 4 unités; alors 
on peut calculer x arec un certain degré d’approxima- 
tion. 

Cette question faite dans les examens de 1 83 1 a 
embarrassé un grand nombre d’élèves. 

* 

La recherche du plus grand commun diviseur à 
deux nombres peut souvent se simplifier. 

• 

Nous remarquerons que dans toute division il y a 
deux sortes de quotiens. L’uu se nommera quotient 
en moins, l’autre quotient en plus. Le premier est 
celui que l’on cherche ordinairement , il est le plus 
grand nombre qui, multiplié par le diviseur, donne im 
produit qu’on puisse retrancher du dividende. L’autre 
est le plus petit nombre qui, multiplié par le diviseur, 
donne un produit dont on puisse retrancher le divi- 
dende. Par exemple , si l’on a 34 è diviser par 5 , le 
quotient en moins sera 6, et le reste en plus sera 4 i 
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puisqu’on a : 54 == 5 - 6 -(- 4 - Le quotient en plus sera 
7 , et le reste en moins sera i ; puisqu'on a : 34 = 7. 
5 — I. A l’inspection de ces deux égalités , on voit 
que l’erreur commise est moindi'c dans le second cas 
que dans |e premier; donc, quand on voudra un quo- 
tient à moins d’une unité près, on devra regarder 
quel est le plus petit du reste en plus ou du reste en 
moins , et prendre le quotient qui correspond au plus 
petit reste. 

Maintenant, si l’on se propose de trouver le plus 
grand commun diviseur entre 4^ et 18, on sait que 
le raisonnement conduit à l’^alité : 

48 18 X a +12» . ) 

au moyen do cette égalité, on prouve que le plus 
grand commun diviseur entre 48 et 18, est le même 
que le plus grand commun diviseur entre 18 et 12 ; 
mois on remarquera que le raisonnement que l’on 
fait pour cela est indépendant du signe de la, ou du 

reste; ainsi on pourrait poser l’égalité : 

... - > 

^ ■ 48 = 18 X 5 ~~ 6 i\ J 

on voit facilement que 6 est le plus grand commun di- 
viseur entre 48 et 18, et l’on évite ainsi plusieurs 
divisions, 

». ' • 1 •' 

Cette observation est très-utile dans la résolution 
d’une équation à deux inconnues ( analyse indélçr- 
minée J. Nous la recommandons aux jeunes j^Cns. 
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Lortqu un quotient n‘ett pa$ fini t U est nécessai- 
rement périodique. 



Soit par exemple la fraction * , h réduire en déci- 
males. D’abord il ne peut y avoir que six restes diffé- 
rons les uns des autras, puisqu’ils doivent être tous 
plus petits que 7, et qu'un d’eux no peut être égal h 
zéro. Supposons qu’on les ait tous obtenus dans 
l’ordre suivant : G, 1 , 2 , 3, 4»^: le reste suivant, 
n’étant pas zéro, sera l’un des précédons , supposons 
que ce soit le reste 3 , et supposons qu’on «it trouvé 
le chiffre a, en divisant 3o par 7. En écrivant im zéro 
à la droite du nouveau reste 3 , on awa encore le 
même dividende 3o , et le même diviseur 7 ; donc le 
chiffre qu’on trouvera- au quotient sera a\ Puisque tout 
se passe comme précédemment , le reste, de cerfte 
dernière division sera 4: et en répétant le même rai- 
sonnement , on verra qu'en représentant par a, b , 
le« cbiilres du quolieut qui corrcsppndent aux trois 
restes 3 , 4 • 5 , les. tuoi# ofaiiDres u, ^ , se reprodui- 

ront toujours dans le.mêmé ordre et à l’infini, ce qu’il 
fallait prouver. 

En démontrant -ce -principe, il est bon de figul-cr 
la division. • • > 

La remarque que nous avons faite plus haut sur les 
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restes diir^rens les uns des autres, conduit à cette 
autre : (}uc le nombre des chiffres de la période ne sau- 
rait surpasser le nombre des unités contenues dans le di- 
viseur moins une. On connait ainsi le plus grand 
nombre de chiffres que puisse contenir la période; 
maison ne sait pas déterminer ce nombre h l’inspection 
du diviseur. 



DES PROPORTIONS. 



La théorie des proportions se trouve dans tous les 
ouvrages d’arithmétique , et nous n’en parlerions pas 
si nous n’avions vu souvent les élèves embarrassés sur 
cette théorie , parce qu’ils emploient des démonstra- 
tions tantôt arithmétiques, tantôt algébriques, qu’il 
faut bien se garder de confondre. 

L’idée de rapport est une des premières yées' qu’il 
faut acquérir quand on s’occupe de mathématiques 
car presque toutes les questions ont pour but de trou- 
ver le rapport qui existe entre certaines grandeurs.^ 
Ainsi mesurer’ une -surface, "c’est 'comparer avec une 
autre surface connue ; c’est à dire trouver le rapport de 
la première à la seconde. 

Nous ne parlerons que des rapports par quotients. 

Un rapport de cette nature est la division ineUtfuée.de 
depx quantités. Le quotient de cette division est la va- 
leur ou la raison Ao CO rapport. D’après ccll i délini- • 
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lion, il 6st clair qu'on peut multiplier, ou diviser les 
deux termes d'un rapport par un m£mc nombre , sans 
changer la valeur de ce rapport, puisque si on mnlti- 
plio le dividende et le diviseur par iln même nombre, 
le quotient ne change pas. i 

I " 

Le premier terme d’un rapport se nomme antécédent; 
le second terme s’appelle consétjnent. 

Il y a des rapports plus grands que l’unité, d’autres 
qui sont plus petits que l’unité. Ainsi le rapport de 1 2 

5 1 

h 4, ést 3, le rapport de 5 b i5, est — 

là » 

On appelle proportion rassemblagc de deux rapports 
égaux. On les écrit ainsi : 

s î 4 : : 3 ; 6. Z . ' 

« et 3 sont les antécédens de cette- proportion ; a et 6 
en sont les conséqliens ; 4 et 3 sont les moyens, a et 6 
les extrêmes. On emploie indilTéremment ces dénomi- 
nations. • 

f 

Dans toute proportion te produit des extrêmes es( 
égal à celui des moyens. 



Soit la proportion : 



i46 

Si les consi^qaens étaient égaux aux antécédens, 
c’est à dire si l’on avait : 

4 : 4 :: 6 : 6, ^ . 

/ • 
le théorème serait évident. 

I 

Or, on ramènera la première proportion à la seconde, 
en multipliant le premier conséquent par la raison du 
premier rapport , ce qui introduira cette raison commo 
facteur dans le produit des moyens. Et en multipliant 
le second conséquent par la raison du second rapport , 
ce qui multipliera le produit des extrêmes par cette 
même raison, les produits en question sont donc égaux 
après avoir été multipliés par des quantités égales; donc 
ils étaient égaux dans la première .proportion. 

m 

Nous remarquerons que notre raisonnement suppose 
qu’on connaisse la raison do chaque rapport , ou que 
ces rapports soient commensurables. ; 

i 

. i 

Si quatre quantités ne sont pas en proportion, le 
• ^ produit des extrêmes ne sera pas égal à celui dm 

moyens. . 

En effet, soient les quatre quantités; . , ; 

• / 

3,' 5, 8, 11; 

O t ■ 



Digitized by Coogle 




. >47 

«n potirra toujours rendre les cohséquens égaux nnx 
anlécédens j et alors le produit des extrêmes sera égal 
à celui des moyens; dofte ces produits' devenns égaux,’ 
après avoir été multipliés par des quantités inégales , 
n'étaiont pas égaux avant cette opération. - '' 



Si l’on considère quatre quantités, et que le produit , 
des extrêmes soit égal à celui des inoyens , ces 
quatre quantités sont en proportion. 

Car s’il n’y avait pas proportion , le produit des ex- 
trêmes ne serait pas égal à celui des moyens , ce qui 
est contre l’hypothèse; • 

Les conséquences décos principes sont lactles, à> dé- 
duire. 

..il 

Dans toute proportion on peut dire ; la somme ou la 
différence des deux premiers termes est au second, 

. comme la somme ou la différence des deux der^^ 

■ niers est aü quatrième. ' 



' En efTet,sî à un antécédent on ajoute son conséquent, 
la raison du rapport augmente d’une unité ; si d’un 
antécédent on retranche son conséquent , la raison du 
rapport diminue d’une miilé; donc ces rapports eug^ 
menlés ou diminués d’une unité , seront encore égaux. 




i4S 

On pronrerait, par un raisonnement semblable, que 
le premier terme d’une proportion plus ou moins un 
certain nombre de fois le second, est au second, 
comme le troisième plus ou moins le meme nombre de 
do fois le quatrième est au quatrième. 

Si Von multiplie deux proportions terme à terme , 
les produits seront en proportion. 

Soient les proportions : 

4 2 : 4 :: 3 î 6 ’ 

5 : lo :: 7 : 14. . 

Les produits swont : 2 X 5,4 X 10, 3 X 7,6 Xj 4 * 

*■ t . 

Or, en examinant ces quatre quantités , on voit que 
Je produit des extrêmes est égal au produit des moyens, 
comme composés de 'produits égaux par hypothèse î 
donc ces quatre produits sont euxmêmcs en propor- 
tion. C’est ainsi que l’on doit démontrer ces principes 
' sur les proportions ; les autres n’en sont que des con- 
séquences. 

Un grand nombre de jeunes gens, prennent, peur dé- 
montrer les principes que nous venons d’exposer, des 
proportions telles que: a I 6 II c d; ensuite ils rai- 
' ‘ a c 

sonnent sur les fractions — , — , comme sur 'des 
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fractions arithmétiques ; ils commettent une erreur 
grave , comme nous allons le faire voir. 

En effet, les deux termes d’une fraction arithmétique 
sont essentiellement des nombres entiers, puisque l’un 
exprime en combien de parties égales on a divisé l’u- 
nité, et que l’autre indique combien l’on prend de ces 
parties pour former la fraction. C’est en s’appuyant sur 
ces définitions qu’on a' démontré toutes les règles des 
fractions. Or, en algèbre , on nomme fraction toute ex- 
a ' , . . 

pression de la forme-^ provenant d’une division qu’on 

n’a pn effectuer. Les quantités a et é peuvent être des 
fractions, et dès lors il faut de nouvelles démonstrations 
pour les fractions alg^riques. 

f \ 

€L 

■ Pour muHiplier une fraction algébrique— t par une 
quantité m, il faut multiplier le numérateur par 
m , et donner au produit le dénominateur b. * 

Soit K le quotient de a par é ; ,on aura l’égalité : 
a=AR; 

multipliant les deux membres par m, on aura : 

1 ' am = bmWi 

-• • • ■ • 1 

,, , OTO r 

. . d ou T— r =a ni A J 

U 'jvi îL* . ’j!.! 

. ■ I i„ 

ce qu’il fallait prouver. 
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^..Oii voit que celle démonstralion repose sur lesprin- 
• cijæs suivans : que pour mullipiicr uu produit par un 
noriiLre , il suilit de mullipiicr un facteur du produit 
par ce nombre , et que pour diviser un produit par un 
nombre , il suffît de diviser un facteur du produit par 
ce nombre. 

-.u-UI Ji «'l*’” 

t :■ _ 

Onpetü multiplier ou diviser les-deux termes d’une 
-r- fraction algébrique, par une' même quantité, sarà 
en changer la valeur. 

tu ... f- • •• 



ï/:;> 1 / 



, Soit —, ïa iriic^iw .considénîe, et: m le w>H)bi;e pe? 

U . , • 

lequel on veut multiplier ses deux termes. Soit"ÿ lê 
le quotient de la division de a par b , ou aura l’égalité : 



V»iUl V. \ 

■ .fi •\.' 



. ^ ^ a=;^ b 

' d’où a m — b rn q ; 



1 iV.u 



d’où 



,am 

m 



ce qu’il fallait prouver. 

■ . '<v> , i‘,;j ; 

Ce principe donne le 






moyen de réduire plusieurs 



fractions algébriques au même dénominateur. 

On prouvera aisément la tnultiplication et la division 
des fractions algébriques. ;; "v ! -i . 
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On demande si la fraction est un carré parfait ? 

An premier abord , on est tenté de répondre qu’il 
n’en est pas ainsi ; cependaüt si l’on divise les deux 
termes par leur facteur commun 3 , la fraction devient 
qui est un carré parfait. Par conséquent, avant de 
prononcer si une fraction donnée n’est pas un carré 
parfait, il faudra diviser scs deux termes par leur plus 
grand commun diviseur. 

Pour trouver le rapport de deux unités concrètes , 
par exemple du mètre à la toise , on cherchera com- 
bien un mètre vaut de lignes et combien une toise vaut 
aussi de lignes ; ces deux nombres divisés l’un par l’au- 
tre , donneront le rapport demandé. Si l’on veut trou- 
ver combien 4 toises 5 pieds 8 pouces 6 lignes valent 
de mètres , on réduira le tout en lignes ; on cherchera 
combien il y a de lignes dans un mètre , et divisant 
le premier résultat par le second , on aura le nombre de 
mètres cherchés. 

. . questions sur L’ALGÈBRE. 

. • '.! Îj , ■ . « . ■ • • 

), ■ . I • •••• • >•. 

Démontrer la multiplication de deux monomes. 

* » - - . * * •* . I 

t 

' Nous BOUS dispenserons de donner cette démonstra- 
tion; mais nous rappellerons aux jeunes gens les pria- 






1 r>5? 

ripes sur lesquels elle repose , savoir : mulliplier une 
quantité par un produit cfieelué , revient à multiplier 
la première , successivement , par chacun des facteurs 
de la seconde; que pour multiplier un produit compo- 
sé de plusieurs facteurs par une quantité , il suffit de 
luulliplier un scu] des facteurs du produit par colle 
quantité. 

‘ Nous recommandais aux jeunes gens de bien se 
pénétrer des théorèmes relatifs aux produits , aux 
quoliens, aux fractions irréductibles « etc. 

al • 

- Quel est le nombre des termes du produit de deux 
polynômes y lorsque tous les termes qui peuvent sê 
réduire, se réduisent, sans se détruire ? ^ 

Soient deux polynômes ordonnés par rapport h x; 
désignons par m le nombre des termes du multiplicande 
et par n celui des termes du multiplicateur. En multi- 
pliant le premier polynôme , par le premier terme du 
second , on aura un premier produit partiel de m ter- 
mes, qui feront tous partie du produit' total : le second 
produit partiel contiendra aussi m termes , et si l’on 
|)lace sur une même ligné verticale lea^tecraea qui con- 
tiennent j; avec les mêmes exposahs que dans le premier 
produit, il est clair que ce second produit n’introduiro 
' qu’un terme de plus dans le produit total ; il en sera’de 
même des produits partiels provenant des n — a autres 
termes du niultiplicateur ; donc le nombro des termes 
seca égalb m 1. -'i;': j •i.-i :r 
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Dam ie courant de la division de deux polynômes ^ à 
. (fuoi reconnaitra-t-on qu’on n’arrivera pas à un 
reste égal à zéro? ■ ' , 

' • * . * * > . 

Nous observerons que les quatre r^gles en algèbre, 
sont données dans l’bypollièso que les 'quantités sur 
Icscjuelîcs ou opère sont entières ; c est-b-dire que les 
cocllicieus des lettres sont des nombres entiers et que 
les expôsans de ces lettres sont entiers et positifs. 

, . Ji ; t I » • ' * 

* 

* I . . . 

A-lors il peut se présenter deux cas.savoir: ou les deux 
polynômes ne contiennent qu’une seule lettre , ou ils 
en contiennent plusieurs. Dans le premier cas, la divi- 
sion sera Impossible lorsque le prenaier terme du reste 
conüeildria la téttré , pàr etemlde, avecun exposant 
moindre que dans le premier terme du diviseur. C<^te 
circonstance se présentera toujours quand la division 
ne ise^a pas possible ; car les exposons d’a: vont toujours 
en diminuant dans les premiers termes des restes et 
l’exposant de cette lettre est invariable dans le premier 
terme du diviseur. Nous ne parlerons ici que de 1 expO' 
sant de x , parce que dans la suite une fonction d ’ x 
sera regardée comme entière,, pourvu que les exposons 
d’x soient positifs, quelques soient d’aillenrs les coëffîci- 
ciens de celte variable. Dans je second cas , copimc on 
scriiit conduit b diviser un nïônome par un monome pour 
avjîr le terme suivant dù quotioat t les cas d’impossi- 



\ 
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Lilité de la division totale seront les mêmes que ceux 
de la division de deux monomes , on les connaît. ^ 

Reuabqüe. Quand une division n’est pas exactement 
possible , on peut réduire le quotient dans une suite 
infinie, ordonnée par rapport aux puissances crois- 
santes ou décroissantes d’une des lettres du dividende 
et du diviseur. Ainsi , l’unité divisée par i — x, donne 
la suite infinie i -j- a; a:* x’ etc. Cette opération 
est analogue à celle par la qu’elle on réduit une frac- 
tion ordinaire en décimales; car il est visible que les 
nombres décimaux sont des suites ordonnées par rap- 
port aux puissances successives d’un dixième. 

quel cas U quotient peut-il être indépendant 
; de la lettre ordonnatrice? et qu’elles sont les con- 
j ditipns pour, que le quotient soit entier par rap- 
fifort auac, lettres qui le composent? 

*' Pbur’que le quotient soit indépendant de la lettre 
ordonnatrice, il iknt évidemment que le diviseur con- 
tienne celte lettre avec les mêmes exposans que ceux 
qU’elTc' a dans le dividende. 

>. i» '. .il •! ■ U •nii ' ■ ‘ . 

ê • 1 

, 3oit A a; |-{- B a:. r-(r • • •, léj«Bvidende , le diviseur. , 

(10 )••-•!•• • i:- ■<**' • ' îriBVTt * 

sera de là forme A' a; -I- B' a: 4- C' a;. . . 

•||J. -,1.1 ••• 

- J SoivQ le i|uoliènty >on aura lès èÿaikés snivantes : . 
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QA =A, QB'=fB, QC' = C... 






Iclles sont les conditions demandées. 

’ t . • 

* • , itt ..i> >1 y.i - 

** ^ . * 

Quel est le but de la division algébrique lorsque le 
dividende ne provient pas de la j^ltip(û;ation du 
diviseur par un troisième polynôme? . \ 



% 



■ Oasp propose alors do trouver un d<Wt lo 

produit p^Cj le diviseur, retrmcbéi du divid^eade, con- 
duise h im reste du degré le plus pe^ possibio par cap-" 
port h la lettre ordonnatrice. . .. y..;,. .. 

io fSIjilc de prouver qu’on' doit ’op^r de la 

même manière que si là* division était possible!”" ' 

V*. 

a» 

nontbxe des termes du 

I ^ pelÿmvqe composé de m termes. 

uu 'V.?. t" ■ 

t ' » . • 

D’après la loi do formation connue , on aura d’abord 
1 rs ca^-rû^ dp lc)i,i,tRiîm<î8 dp polynomo; ce qui . 
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donnera m termes du carré ; ensuite les produits de 
chaque terme par les ni — i autres; mais comme cha- 
cun de ces produits a son égal , U en résultera seule- 
ment termes pour le cari^; donc le nom- 

9 • 

hre des termes du carré sera ; m -}-* m S L2= 

2' 

^-!-^-i-i-ilOn conçoit facilement que ce nombre do 
2 

termespourra être moindre s'il existe certaines relations 
entre les cociheieos du polynôme qu'on élère au carré. 

•. . . •. -vV ,( \\V '> ' 

Étant donné le polynôme P x’-]- Ç x* -f-/îx+5, 

extraire la racine carrée de ce polynôme. 



•»1 La question ne présente pas de dllïicullés, elle est 
bien donnée dans tous les -ouvrages élémentaires. Nous 
remarquerons seulement qu’on reconnaîtra que le poly- 
nôme n’est pas un carré parfait , lorsque le premier 
terme d’un, reste contiendra x, avec un exposant 
moindre que^dans deux fois le premier terme do la 
racine. 

Déterminer tes^lattoni')^ùi doivent' eailstei'''èiitéè‘ le f 
coefficient du '' polynôme V+ P x*-|-Ç x*-^B X 
+ 5 , pour qu’il soit un carré parfait. 

I ,1- r.'icti’T-' l'i '■ 

. Pour cela , «D‘ extraira la raeiae carirée dià polynôme 
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«lonné jtis^n’à ce qu’on arrive à un rosie de degn* moin>- 
dre que deux fois le premier terme de la racine ; comme 
on sera parvenu à ce reste en retranchant du poly- 
nôme donné le carré de la somme des termes obtenus 
à la racine , il en résultera qu’on posant le reste en 
question égal h zéro, on exprimera par là que le poly- 
nôme proposé est le carré du polynôme obtenu à la ra- 
cine. Or , 2 X* sera le double du premier terme de la 
tacine; donc le reste qu’il faudra poser égal à zéro ^era 
du premier degré, et par conséquent de la forme M * 

N ;,M et N étant des fonctions des coëfGcicns P , Q , 

R, S. Le reste M x N devant Cire nul sans qu’on 
donne une valeur particulière h x, il faut qu’on ait sé- 
parément M = O et N ^ o; car un terme qui contient 
X ne peut se réduire avec un terme qui ne contient pas 
cette lettre , comme n’étant pas semblables ; or la , 
somme de plusieurs termes ne peut être égale à zéro , ^ 

lorsqu’aucun d’eux ne peuvent se réduire , que lorsque 
chacun d’eux est nul sépaniment , ce qu’il fallait prou- 
ver. Les deux équations M = o cl N o, contenant les 
quatre coëfficicns P,Q,R,S, on pourra donner des 

valeurs arbitraires h deux de ces cocdiciens , on n’aura 

« 

plus que deux équations à deux inconnues qui feront 
connaître les deux autres; alors, substituant ces valeurs 
dans le polynôme primitif, on aura un polynôme qui 
sera un carré parfait. 

Ou doit remarquer qu’en donnant des valeurs à deux 
coëfliciens , les autres qui sont donnés par les deux 
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équations à deux inconnacs , pourraient avoir des va* 
leurs imaginaires; dans cO cas , on donnerait d’antres 
valeurs afin d’avoir des valeurs réelles pour les coeffi- 
ciens du polynôme cherché. 

On peut encore demander si le reste du premier de- 
gré qu’on pose égal h zéro , ne pourrait pas être de la 
forme x-|- N j car alors on n’aurait plus qu’une équar 
tion , ce qui changerait toute notre théorie. Avec un 
pcif d’attention on voit qu’il ne peut en être ainsi, 
parce que dans chaque reste , les coëiTiciens ^ des di- 
verses puissances d’æ étant des fonctions des coëificiens 
P, Q , R, S , qui ne peuvent se réduire il est imposv 
sible que le coefficient d’une puissance d’«, soit égal h 
l’unité. * , ■ , „ 

• Si le polynôme proposé était du sixième degré, il 
est clair que le reste qu’on devrait égaler h zéro serart 
du second dégré, ce qni donnerait lieu à trois équations 
de condition renfermant les six coefficiens indéterminés; 
oti pourrait donc disposer de trois coëfficiens. En général 
si le^ polynôme proposé est dii degré 2 m , le reste 
qu’on poserait égal à zéro , serait du degré m — 1 ; 
d’oü m équations de conditions contenant les 2 m coëf- 
fîciens du polynôme, et par conséquent on pourrait - 
disposer de la moitié des coëfficiens. 

Les mêmes raisonnemens s’appliquent aux racines 
cubiques. Nous nous dispenserons de les développer, 
mais nous recommandons ces questions aux ieunes gens. 
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La somme de deux nombres est A , leur produit est 
B 3 trouver les deux nombres. 



On sait qne dans uûe équation du second degré le 
coefficient du second terme est égal à la somme des 
racines, prise en signe contraire, et que le dernier 
terme est égal au produit de ces racines ; donc les 
deux nombres cherchés seront les deux racines de 
l’équation 






®* — A a: -|- B = O. 



1i 



La somme de trois nombres est A j celle de leurs 
produits deux à deux est B et leur produit C 3 
on demande les trois nombres ? 

• • 

O! -■ 

Il est évident que les trois nombres demandés se- 
ront les trois racines de l’équation ^ 

T— ' . - 

: r»’ J — A -j- B a: — C = o. ^ 

- • ; r. • V 

Résoudre l'équation a. X* bx -f- C’— O3 sans 
.m. faire ({isparaltre a.* 

iup ' ./ * I. .. • 

■'Celte équation peut se méhre sous la forme 



aa:* b x = — C. 






■Oigitized by Google 



i6o 

Or , a a;® X peuvent «“ire considérés comme les 
deux premiers termes du carré d’nn Linomc qui aurait 
pour premier terme x\/ a» b x étant égal à deux fois 
le produit des deux termes du binôme , si 1 on appelle 
y le seednd terme i on aura : s. , 

. . , ‘ b x = ix y X a, . . 




b .. . . l 

il suffira donc pour rendre le premier membre de l’é- 
quation un carré parfait, sans troubler l’équation « 

d’aiouter aux deux membres . etc. . . • 

. ' . • 4 « • 

V • * 

Une équation du second degré peut-elle avoir une 
racine réelle et l'autre imaginaire ? > j : \ 

. ' 4 

11 est clair que cela ne peut arriver puisqu’on sup- 
pose toujours les coëfficiens de l’équation réels; car le 
coefficient du second terme étant égal à la somme des 
racines , la partie imaginaire ne pourrait être détruite 
par la partie réelle, et ce coefficient serait imaginaire. 

On peut former une équation du second degré qui 
ait une racine réelle et l’autre imaginaire, U suffit d’ef- 
fectuer le produit ( X — ^ ) ( r — b J et d égaler ce 

produit é zéro. • ■> " 
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On doèine Nijualion x’ — 5 x -f- 2 = o ; on de- 
. mande si les racines sont n elles, et dans ce cas, 
i (/uel est le signe de ces racines? " 

On verra facilement que les racines sont réelles , 
puisque la quantité connue est moindre que le oor'ré 
de la moitié du roülTicicnt du second terme. Le der- 
nier terme de l’équation étant positif, on en conciliera, 
«pie les deux racines sont de même signe; le coëflicicnt 
du second terme pris en signe contraire est égal h la 
somme des racines; donc les deux racines sont posi- 
tives. Si le dernier terme était négatif et le second po- 
sitif, on verrait facilement, par un raisonnement sem- 
blable , que les deux racines seraient de signes con- 
traires» et que la plus grande aurait le’signc moios.' 

Comment exprlme-t-on qu'une équation du second 
degré a une racine infinie? : 

. i l ... f" 

Pour cela , on pose le coëllicicnt du premier terme 
• égal zéro, on sait le prouver. *' i •' 

Vf 

Démontrer que l’hyperbole n admet qu'un seul sys- 
tème d’ asymptotes rectilignes. 

» Soit A’ y' — B* J.* = -*■ A* B’ l’équation d’une 

1 1 
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hyperbole; y =iax b réquation d’une droite quel- 
conque. Pour exprimer que la droite est asymptote de 
la courbe , il snllira d’exprimer que les coordonnées 
des points de rencontre sont infinies. Éliminant entre 
les deux équations on a : 

t 

•;A V a* a:* -f 2 a ^ X + — B’** = — A* B’ ; 

ou®* ( A*o* — BV +2 A*aA®-j-A*/'B* + A*;=o. 

. . \ 

Or , les racines de cette équation sont les abeisses 
des points communs à la droite et h la courbe ; posant 
donc (i) A* a* — B* = o et 2 A* a o (2) on 
exprimera que ces abeisses sont infinies. Or do l’équa- 

lion ( , on tire a = + ; ce qui fait déjà voir 

A 

que la droite en question doit être parallèle aux asj'mp- 
totes trouvées au moyen de l’équation de, la courbe. 
L’équation (2) ne peut être évidemment satisfaite qu’en 
posant 6=0 ; ce qui nous fait voir que cette droite doit 
passer par l’origine des coordonnées; donc l’hyperbole 
n’admet qu’un seul système d’asymptotes rectilignes. Il 
résulte de là que les asymptotes que l’on construit au 
moyen des diamètres conjugués, sont les mêmes que 
celles qu’on obtient à l’aide des axes. 

-■ i'. . so' ■, V- ' • • ■ '>> -‘'- 

Pràuver que les réduites convergent. 

^ JL 

Celte propriété est démontrée dans^ tous les traitée 



<1’al^^b^e , puisqu’on fait voir que plus une réduite est 
cruii rang éloigné et plus elle approche du nombre ré- 
duit en fraction continue. Coniino il y a des réduites 
de rangs pairs et impairs, on demande si les approxi- 
mations sont dam le même sens 9 II est clair qu’il n’en 
est pas ainsi , puis(|uc x est toujours plus grand qii’iiiK; 
réduite de rang impair, et plus petit qiMiiic réduite 
du rang pair; alors les premières augmentent pour s’ap- 
procher de la valeur d’a;, et les autres diiniiiiient ; les 
approximations no sont donc pas dans le même sens. 

I» 

r * ;; 

Faire voir que toute équation peut se ramener à ta 

, m m-i 

fortnex-]^ P X.... -f” T x o, P, ... T y N 

•?i étant des nmnbrcs entiers positifs ou négatifs; et 
■>= les exposons de x étant des nombres entiers po- 
sitifs. ' 

Nous supposerons qu^on ait fait paæer tous les ter- 
mes de l’équation dans le premier membre, et que le 
terme aflecté de la plus haute puissance d’x soit pré- 
cédé du signe plus. ' 

Les variétés suivantes peuvent se présenter dans nno 
équation : i” des coçfficiens fractionnaires; «• un pre- 
mier terme aflecté d’un coefficient autre que l’unité ; 
3* des «xposans entiers négatifs; 4” exposons frac- 
tionnaires positifs ou négatifs , ce qui correspond à des 
termes irrationnels. Voyons comment, dans ces divers 
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cas , pris d’abord isolément-^ on transformera l’équa-^ 
tion donnée en une antre du genrç - 



a: -f- P, X. . P m = O. 

1 ° Soit l’équation / 

1 t ^ ** ® ^ T 1—i ft 

X -T"-” "T" “Tr" ® T“'*' V — ® T"*»* “T ^ ~ ® » 

Jv Kj 



dans laquelle entrent plusieurs termes affectés de déno- 
minateurs K , K, , etcu Et dans laquelle le premier terme 

àit l’onité pour coëlllcient. Nous poserons x == 

KK,. 

c’estrà-dire que noos remplacerons x,par une nouvelle 
toeonnue divisée par le produit de tous les dénomina- 
teurs. 11 est évident qu’ après la substitution delà valeur 
d’x, tous les termes de la nouvelle équation auront des 
coëillciens fractionnaires; et comme le premier terme 

aura pour dénominateur K il est évident qu’en 

multipliant les deux membres de l’équation par ce dé- 
nominateur, on fera disparaître tous les autres et l’é- 
quation sera ramenée è la forme en question. 

. Srtons les dénominateurs étaient ég^ux', on voit ce 
qu’il faudrait faire. - .. i 

2 * Soit l’équatiçn : 

' ■ TU tn-i , ' ' 

U X b X n X P =i Xi. 
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' On pooira diviser les deux membres para, ce qui> 
conduira à la nouvelle équation : 

t» b .««-1 , n . P 

X -4 ^ X -j !c-\ = O. 

a ■ ■ 'a a 

* \ 

. \ 

Alors on retombe dans le premier cas, 

5* Soit l’équation t 

+ .... +Tz+N=rO, 

A * P 

X X 

dans laquelle n Soit le plus grand . exposant négatif do 
rinconnue. Il est évident qu’il suffira de multiplier 
les doux membres par , pourvu qu’on ait A: ^ n , 
et qu’après cette opération tous les exposans de x 
seront positifs. 

Au premier abord , il semble qu’on ait altéré le degré 
de l’équation ; mai snous rappellerons que le degré d’une 
équation ne s’évalue que lorsqu’on a rendu tous les 
exposans positifs. 

4*. Soit l’équationt * , - . 
r 

' ï J ' 

1"*+? ^ ...+Q «~.... 

- T -fNa> + ü=o, - 
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dans laquelle Æ se trouve avec des exposons < Iraction- 
iiulrcs positifs. 11 est clair qu’il suflira de poser ^ 

car le terme P XI deviendra, après la substitution P y , 
etc. . . . , et quand on aura trouvé les racines de f (j) = o, 
en élevant chacune d’elles è la puissance 5 u , on con- 
naîtra les racines de la proposée. On pourra simplifier 

le calcul en posant x — ,«■ étant le plus petit nom- 

bre divisible par chacun des dénominateurs des expo- 
sans d’o;. 

Soit encore l’équation : 

n 

1 » ^ • 

® -{- P X 6 . . . , -J- Q X t , . 

.X 

-f Nx-f u = o. ■ . 

dans laquelle x contient des exposans fractionnaires 
^négatifs. On rendra ces exposans positifs en multipliant 

les deux membres de l’équation par x . Si on a A 

^ étant le plus grand exposant négatif, on retombera 

alors dans le cas précédent. Il est donc toujours possi- 
ble do ramener une équation à la forme en question , 
et l’on connaît l’avantage qu’offi^ la résolution d’uno 
équution de ce genre. Nous remarquerons qu’à l’aide 
yde ce qui précède , on peut toujours ramener le éalcul 
des polynômes quelconques à celui des polynômes en- 
tiers, en ayant soin de rétablir , dans le résultat , les 



! 







valeurs des inconnues introduites en fonction des in-, 
connues primitives. Par exemple , si l’on demandait le < . 
plus grand commun diviseur entre les deux polynômes : 




On voit qu’il sulllt de multiplier les deux polynômes 
5 V*, pour les ramener à la forme 

' y X* {y' — i) a?* — i , et — i. 

[ 

Le plus grand commun diviseur de ces derniers est : 
y çç — 1 ; celui des deux premiers polynômes sera 
donc : 




Est-il vrai de dire que si deux équations ont les 
mêmes racines, elles auront les mêmes co'èjficiens ? 

nt m — 1 

Oui, si ces équations sont de la forme x -j-Px ; 
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juais deux équations pourraient avoir les^mea racines, 

. sans avoir les mêmes coëificiens ; par exemple , les 
deux polynômes ( x — 3) (a: — 4) (x-^5)=0ti 
et J (x — 5)(® — 4) — 5)=o ont évidem- 

ment les mômes racines , quoique les coefficient d’® 

' ne soient pas les mêmes , quand on aura effectué les 
produits. 



£tûnt donnce une équation du m'*'"® degrés détermi- 
ner le nombre de se» diviseurs du troisième degré. 

L’équation étant le produit de m facteurs de la forme 
X - — a, X — b, ... etc. , on' voit que le nombre des 
'diviseurs cherchés sera égal au nombre des combinai- 
sons trois à trois qu’on peiit faire avec les m facteurs du 
premier degré ; ce nombre sera donc égal h : 

. . • , » ' * 

m.( m -r 1 ) { m — 2 ) ' 

1 2. 3. 

f 

D’où il résulte que sj l’on veut détermine^ les coëffi- 
ciens du polynôme x^-\-mx'^px-\-q, de manière 
qu’il soit diviseur de la proposée, l’équation qui fera 
conivaitro la valeur de chacun de sea coëfficieus devra 
être du degré 

Ml ( ?n — 1 ) ( wi — 2)1 

1. / 2. 3 ' ; • , • > ,:ii ' 
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E« raisoananl comme on vient de le faire , on verra 
facilement que le nombre des diviseurs du n‘("t€ d^ré 
^ est 

m {m — i)(tn — 2)... (w — n-|-i) 

1. 2. 3 n 

Comment doit-on $’y prendre pour déterminer un 

des diviseurs du degré? 

•• ^ . 

On représentera ce diviseur par 

n n — i n — a 

x--\-ax O a; . . , . t a: -{- u » 

On fora la division du polynôme donné par ce diviseur, 
et lorsqu’on sera parvenu à un reste de degré moindre 
que 'n , il suffira de l’égaler à zéro pour exprimer que 
la division est exacte. Or ce reste, étant de degré n — 1, 
contiendra n coëfficietis fonctions de a, b. .. . , chacun 
do ces coëfliciens doit être nul séparément > puisque 
la division doit s’effectuer sans qu’il soit nécosssnire 
d’attribuer une valeur à x ; on aura donc n équations 
contenant n Inconnues ; cherchant un système de va- 
leurs a, b,'. . 4 1, a, qui satisfasse h ces équations , eW 
substituant ces valeurs dans le diviseur 

« U I 

X a X etc. , • • • 

- , 

la question sera résolue. . 
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En éliminant entre les n équations «à qnestkm , il 
est clair que l’éqaation finale qai fera connaître a, par 
exemple, sera du degré 

t- 

m {m — \ ) { m — 2)...(w» — n-f-i) 

1, 2, 5 n ’ 

puisqu’il y autant de manières de déterminer ce coëlfi-' 
cient que la proposée admet de diviseurs du degré. 

J 

Ne pourrait - on pa$ , en effectuant la division ci-- 
dessus , parvenir à un degré moindre que n — i ; 
alors on n’aurait plus n équations à n inconnues ? 

S’il en était ainsi, ou pourrait donner des valeurs à 

un certoin nombre de coëillcinns a, b, . etc. ; alors 

la proposée admettrait une infinité de' diviseurs du n<Vm« 

degré, ce qui est absurde'. ■ 

’• ... ' , . 

Ne pourriez-vous pas prouver cela autrement 



En effet, on remarque quelescoëffîciens du polynôme 
donné sont des nombres, et que, dans les restes suc- 
cessifs , les fcoefiieiens des diverses puissances à’x ne 
peuvent éprouver de réductions, puisque les quantités 
a, b, etc. ne peuvent se réduire avec des nombres ; 
donc , pour chaque terme obtenu au quotient , le divi- 
dende sur lequel on opère s’abaissera d’un degré: donc 
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enfin on a ia cerlitudc do parvenir h un reste du de- 
gré Il — 1 . • . . ' . 

IVe pourrait-t-on pa» faire usage des diviseurs du. 

• 2*j 3 ® degré i pour déterïniner tes racines d’une 
équation ? 

Non, car, en général, l’équation qui ferait connaître * 
un cooificient d’un divisetu* du degré serait elle- 
même du degré 

m {m — i) (m — n-j-i) 

I, 2, w ,* 

quantité toujours au moins égale à m, si n est plus 
petit que m , ce qu’il est facile de prouver ; on aurait 
donc à résoudre une équation d’un degré au moins aussi 
élevé que celui de la proposée. 

Peut-on profiter de ce qu’on peut faire dispàrattre 
certains termes d’une équation, pour abaisser son 
degré J et par suite pour faciliter la résolution de 
cette équation ? , 

Cela n’est pas possible, car, pour que le degré de la 
nouvelle équation (ïit moindre que celui de la première, 
il faudrait pouvoir faire disparaître le dernier terme do 
l’équation proposée; or l’équation h résoudre pour 
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parvenir à ce but est, comme on sait, du même degré 
que la proposée. - ■ ^ • 

Existe-t-il^ dans une équation , des termes dont les 
évanouissemens soient possibles en eux-mêmes ? • 

En général , l’évanouissement d’un terme de rang 
$ pair dépend de la résolution d’une équation de degré 
impair , et par conséquent est toujours -possible en lui-< - 
même ; tandis que celui d’un terme de rang impair 
dépend de la résolution d’une équation de degré pair, 
qui peut n’avoir que des racines imaginaires. 

* 

Trouver les conditions pour que l’évanouissement du 
second terme entraîne celui du troisième. 

» 

Cette question* est résolue dans tons .les ouvrages 
d’algèbre ; nous engageons les élèves à y faire attention 
et à s’exercer à conserver une équation qui satisfasse b 
la question. , 

Ne pourrait-on pas faire disparaître successivement 
plusieurs termes d’une équation ? 

! 

On peut d’abord faire disparaître ^le second terme 
d’une équation ; soit donc 

^ F X _ 

un» équation, privée du second terme. 
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Si l’on «ubstituc x = y z pour faire disparaître 
ic troisième terme , on sera conduit à une transformée 
de la form<\, 

m m — a 

+ + + etc. C ^ O ; 

er ( y -|^ ^ )• ”* conduira à un terme qui contiendra 
è la puissance m — i ; on retomberait donc sur une 
équation qui ne serait plus privée de second terme ; 
donc l’équation est inexécutable. 

Étant donnée l’équation x* — Px-f-Q = o, V et 
■Q étant des nombres , et l’équation x* -f- m x 
4" n — O J déterminer metnde tnanière que les 
, . deuxyquations aient deux racines communes^ 

.. - '■>: ■ 

' On sait que si le second polynôme divisait exactement 
le premier , les deux racines du second seraient aussi 
racines du premier ; d’après cela , exprimons que la 
division se fait exactement , et si, à l’aide des équations 
dexonditions qui en résulteront, on peut déterminer 
les valeurs de m et de n , il n’y aura plus qu’à substi- 
tuer CCS valeurs dans la seconde équation. 

- » • J* 

Faisant' la division, on arrive au reste do premier 
degré : ' • ; 

■ • '-tr' ■ ' ■ • ’ 

( «r — n' — P ) X " 4~ Q >'■ 
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ce reste devant être mil, sans qu’il soit nécessaire d'at- 
tribuer une valeur à x, on doit avoiriséparément : 

* , r* ‘ 

m’ — n — P==oetmn-(-Q = o. 

De la seconde on tire ; 




substituant dans l’autre , il vient : 

m* 4- ? — P = O, ou wi’ — P TO -f- Q = O, 

' m ' 

■ ’ On voit que l’équation qui fera connaître m', est du 
troisième degré, ce qu’on aurait pu prévoir , puisqu’m 
est susceptible d’autant de valeurs que l’équation admet 
de diviseurs du second degré, c’est-à-dire ttois, comme 
il. est facile de s’en assurer.. 

On peut remarquer que l’équation finale en m est 
absolument la même que la première équation. - 

'On demande si cela arrivera toujours, et pourquoi ? 

Pour répondre à celte question , nous observerons 
que l’équation donnée était privée de second terme, ce 
qui annonçait que la somme de deux quelconques de 
ses racines , prises en signes contraires , était égale à 
la troisième ; or m est égal à la somme de deux racines 
de la première , prises’ en signe contraires ; m a donc 
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pour valeurs les trois racines de la proposée. On voit 
par là ' pourquoi l’équation qui fait connaitre m , est 
identique avec la proposée. On voit de plus qu’il en 
sera toujours ainsi , si l’équation donnée est privée de 
. second terme. 

Si la seconde équation eût été a;* — tk a; -|- n = o, 
On voit que l’équation finale en m aurait eu les mêmes 
racines, au signe près, que la proposée. 

Étant donnée l’équation x’ — p x* + q x — R=o, 

, p/ q, R étant des nombres, et l’équation x* — ^ m 
X + n = Oj déterminer m et n, de manière quê 
les deux équations aient deux racines communes, 
f 

En efiectuant la division de deux polynômes , on 
parvient au reste du premier degré : 

t 

( m* — m p — n -j-' ly )a:-j-7ren — pn-[-R==oj 

d’ôù m* — mp — n-\-q=:o, 

’ et m 71 — p II R — O. . , 

On soit encore que l’équation finale en m ou en n 
sera du troisième degré. 

„vDo la seconde on tire : - . - 

R . 

n— ; 

. p — 7M ' . . ■ . ■ 
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Subslitiiaflt dans]n première on aura l’ëqunllon finale, 
en m. 

'y 

Les trots racines de Cèqüalion étant a, b, c, 
calculer la valeur de m et de n. 



' Dabord il résulte de celte dônnée P == a -f- 6 
or m est égal à la somme de deux de ces racines; donc 
les trois valeurs de m seront P — a, P — b,V — c. Pour 
avoir les valeurs de n qui correspondent à ces valeurs 
de m. Il faut mettre successivement ù la place de m les 
voleurs dans l’éqnation ■ . 

R . ■ 



P — m 



'Alors les valeurs correspondantes de n. seront: 



R R R 

• 

T~‘* * 

a * 6 , C 

Mais R == a 6 c ; les. valeurs de n deviendront donc 
b c^ac, ab, ce*qui devait arriver, car on pouvait pré- 
voir que n serait le produit des deux racines dont la 
somme était égale h m. 



Démontrer qu’une équation a autant de racines quUl 
y a d’unités dans son degrés et qu’elle ne peut eu 
avoir plus. 

En supposant le principe vrai pour une équation de 




»1«f;ré m je vais prouver qu’il est t^galcmcnt vrai pour 
nue ^q4ialion do degré m i 

ooit Æ -j-Pæ etc. . . . = d, 

le polynôme en qucsllon ; « une des racines de ce po- 
lynôme , 

» 

^ * I n ”* I 'J 

On aura .t P x -[-,clc. , 

= (x — «)(•» -|-P'a: *-j- elc. ) 

La quantité et, et chacune des m racines du polynôme 

”• . — > 

X -j- P X 

sont évideninicnt racines du polynôme * * 

m + J ni 

^ X + P X etc. ; 

donc déjà ce dernier a, m > racines. Supposons 
qu il puisse en avoir une autre 5, celte quantité annulant 
le premier membre de notre équation , devrait annuler 
le second ; or î « n’est pas nul , 



jnt . _ , ni — 1 

O 4“ P 5 



ne peut l’être non plus, puisque alors un polynôme de 
degré m aurait plus de m racines ce qui est contre fa 
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«tpposition ; donc le princpe est vrai ponr un polynôme 
de degré m -|- i . Or , ce principe étant vrai pour un 
polynôme du second degré, sera vrai pour un polynôme 
du troisième degré , etc. 

Donc il est vrai pour un polynôme de degré quel- 
conque. 

• *’ } 

Quelle ett la forme d’une équation qui admet des 

racines fractionnaires ? 

Elle contient des termes fractionnaires, ou un premier 
terme de la forme A x^. En effet, toute équation de la 

m m — 1 m — a 

forme a; P x T" ? ^ » P et ^ étant de 

nombres entiers, n’a que des racines entières ; récipro- 
quement si les racines commensurables d’une équation 

sont entières, celte équation sera de la forme x”* -f- P 

te ,etc. : donc, si une équation ' admet des racines 
fractionnaires, elle sera de la forme indiquée. 

Étant donnés deux polynômes f(x) = octF(x) 
= O, trouver les^ racines communes à ces deux 
polynômes. 

Pour cela, on cherchera le plus grand commun di- 
Tiseur entre les deux polynômes , et les racines de ce 
plus grand commito diviseur seront les racines cher- 
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chées. En ciTet, appelons D le plus grand commun 
diviseur, on aura : 

ff X J = D X n f X ) . 

F(x) = DX‘r'(xJ 

toute valeur d’a; qui annule D, annule f ( x ), puisque 
n ( X ) a une valeur finie lorsqu’on donne h a; une 
valeur finie ; toute valeur qui annule D est, par la 
même raison, racine Ae F ( x ) ; donc toutes les raci- 
nes de D sont communes aux deux polynômes donnés» 
De plus, ces polynômes ne peuvent pas avoir d’autres 
racines communes, car alors D ne serait pas le produit 
des facteurs premiers communs à ces polynômes , cc 
qui est contre l’hypothèse. 

Trouver les racines communes aux deux polynômes, 

a:* — 6 a:* -|- 1 1 a; — 6 = o, 
et a;,* — i a a:‘ 49 ® "}■ ^^o•— o. 

Qu'appelle-t-on limites des racines d’une équation. ? 

Des nombres entre lesquels sont comprises toutes les 
racines de l’équation. 
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Quel est le caractère d’une limite supérieure des ra- 
cines positives d’une équation? . 

« 

C’est qae cette quantité mise h la place de l’inconnue 
dans l’équation, donne un résultat positif, et que le ré- 
sultat de la substitution de toute quantité plus grande 
soit également positif et plus grand que le premier. 

Y Or-l-il quelque analogie entre les limites des racines 

* 

d’une équation et tes limites géométriques? 

Oui , parce que les racines d’une équation peuvent 
différer d’aussi peu qu’on voudra de leurs limites , sans 
jamais leur être égales; de même les surfaces de deux 
polygones inscrits et circonscrits h un cercle , peuvent 
s’approcher autant qu’on veut de la surface du cercle; 
mais ne peuvent jamais lui devenir rigoureusement 
égales. 

L’équation x‘ — 7 x* 8 x — 6,= O. Peut-elle 
avoir deux racines positives ? 

Cela n’est pas possible , car en faisant x — oei x 
égal à la limite supérieure des racines positives, les 
deux résultats seraient de signes contraires; donc le 
nombre des racines positives est impair. On pourra tou- 
jours, parle même raisonnement, voir si le nombre 
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de racinesi positives ou négatives est pair ou impair. L’é- 
quation considérée n’a évidemment que des racines po.- 
sitives, puisqu’elle ne contient que des variations de si- 
gnes, mais on peut faire la même question sur des 
équations renfermant une antre combinaison de signes. 



Prouver que l’équation aux différences ne contient 
que des exposons pairs de l’inconnue y sans avoir 
égard à la forme dés racines de cette équation. 

t . •* 

Soit f( X o l’équation proposée. 2 et z deux des 
racines de cette équation ; et y une racine de l’équation 
aux différences. On aura f(z)=of(z') = o et y 
— Z — 2' ( 1 ). Il faut éliminer 2 et 2' entre ces trois 
équations et l’équation en y qui en résultera sera l’é- 
quation aux différences. De la dernière on tire 2 — y 
Z substituant dans la première on aura f ( y -f-2' ) 
= 0; il suffit donc d’éliminer 2' entre cette dernière et 
f ( Z ) — O. Or, au lieu d’éliminer 2, on aurait pu 
éliminer 2'. Dans ce cas , la dernière des trois équa- 
tions ( 1 ) aurait donné 2' = 2 — y. Et alors on eût 
été conduit à éliminer 2 entre f( 2 — y ) z=zo e%f( z ) 
O. On voit que ce nouveau calcul ne différera du 
premier qu’en ce que y sera remplacé par — y. 

L’équation finale ne change donc pas quand ota y 
remplace y par — y; donc cette équation ne peut con» 
tenir que des exposans pairs de l’inconnue. 
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En cherchant l’équation aux di/férences on parvient 
généralement à une équation qui contient des ta- 
leurs étrangèreSi Est-il nécessaire de débarrasser 
l’équation finale de ces valeurs? 



Soit f( y ) .^ ( y ) =1 O l’équation trouvée y (y ) 
représentant le produit des facteurs qui correspondent 
aux valeurs étrangères. 11 peut se présenter deux cas : 
* 1 ° si les racines tt ( y )=o sont toutes plus grandes 
que celles Aef(y ) — o, dans cette hypothèse, il est 
clair que la limite inférieure des racines de l’équation 
totale sera la quantité qù’on se propose de déterminer. 
s“ si TT (y)= O a dos racines plus petites que f(y)~ o , 
a plus forte raison la limite inférieure des racines de 
l’équation totale sera moindre que la différence entre 
deux racines quelconques de la proposée; donc il n’est 
pas nécessaire de débarrasser l’équation finale des va- 
leurs étrangères qu’elle peut contenir. 

Etant donnée une équation f ( x ) = Oj, on demande 
s’ il y a d’ autres équations qui aient la même équa- 
.jiion anx différences? • . 




11 est évident que si l’on augmente toutes les racines 
de la même quantité ce qui revient à faire x=a : -|-m 
dans la proposée, on aura une nouvelle équation dont 
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les racines auront entre elles les mêmes dilTêrences que 
celles de la proposée ; donc il y a une infinité d’équa- 
tions qui ont la même équation aux différences. 

$ 

En cherchant l’équation aux différences d’ une équa^ 
tion du troisième degré x*+Px* -|-Çx-j-/l 
= O, l’équation à la quelle on parviendra pour- 
ra-t-elle contenir des valeurs étrangères ? 

Pour chercher l’équation en question , il faut élimi- 
ner X entre les équations. 

ar* -j-Px* -j- Q x-{-R =o 

et 3x* 3y )x-\-y* -f Py-f- Q = o. 

Or, en multipliant la première par 3, on n’introduit 
pas de facteur étranger fonction de y. On arrirera <è un 
reste du premier degré de la forme M x -|- N ; divisant 
ensuite la seconde équation par ce reste, il faudra com- 
mencer par la multiplier pan M. Or , à une valeur de y 
qui annule M,il n’y a pas de valeur correspondante pour 
X : puisque le terme en x disparatt dans le diviseur ; 
donc on n’aura jamais introduit do valeurs étrangères 
en cherchant l’équation aux différences d’une équation 
du troisième degré. 



N 
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^ quoi pcut-on reconnaître qu’une équation- a toutes 
-ses racines réelles? 

i < , . 

»’ + 

i”Si on subslilnant la suite naturelle des. nombres 
compris entre les limites on trouve m — i cliangcmcns 
de signes ; cela est évident. 

a° Lorsque l’équation aux différences ne contiendra 
que des variations de signes. 

Nous observerons d’abord que si toutes les xacincs 
d’une équation sont réelles , son équation aux diffé- 
rences ne. contiendra que des variations de signes, on 
sait pourquoi. Nous allons démontrer que la réciproque 
est vraie. Pour cela , nous admettrons que toutes les ra- 
cines imaginaires sont de la forme a-\- b\/ — i. Or , 
si une équation a une racine imaginaire 6 -)- A t/ — > » 
elle en aura une autre telle que a — b \/ — i . En 
effet après avoir substitué a-\- b \/ — làla place d’x 
dans l’équation , le résultat se composera d’une partie 
réelle et d’une partie imaginaire , qui sera la forme P 
-j- Q V/ — il faut qu’on ait séparément P = o et 
Q = o : si maintenant on remplace x par a — b \/ — i , 
le résultat de cette nouvelle substitution sera évidem- 
ment P — Q \/ — 1 ; ^op P et Q étant nuis , on voit 
que la seconde valeur mise h la place d’x est aussi 
raeinc de l’équation, ce qu’il fallait prouver. 



J 
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. Cela posé, lorsque l’équation aux dilTércnccs ne 
contiendra que des variations de signes, la proposée 
lie peut avoir des racines imaginaires , car elle en aurait 
au moins un couple. Tel que a b \/ — i et a — b 
\/' — • i« Or rieur différence a 6 t/ — i introduirait 
unç racine négative — 4 A* dans l’équation aux carrés 
des différences , celle équation ne pourrait donc pas 
être de la forme de celles qui n’admettent qu%deSf ra- 
cines positives , ce qui est contre la snpposidbn. 'Or 
l’équation aux' différences, a les mêmes signes que l’é- 
quation aux carrés des différences; donc lorsque la 
première n’aura que des variations de signes la pro- 
posée aura toutes ses racines réelles. 

( 

L’ équalion aux carrés des différences n’ayant quedes 
variations de signes j pourrait-elle avoir toutes ses 
racines imaginaires? 

• ' • ■ ► 
Cela n’est pas possible, car les imaginaires dans l’é- 
quation aux carrés des différences ne peuvent provenir 
que des imaginaires ^de la proposée; or cette dernière 
oyant des racines imaginaires, l’équation au carré des 
différences aurait des racines négatives ; donc elle ne 
pourrait être delà forme supposée. 



Si l’éqmtion aux carrés des différences ne contient 
que des permanences 3 que pourra-t-on en conclure 
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pour l’éqiiation primitive ^ en ia supposant d’a- 
bord de degré impair, ensuite de degré pair? 

I 

' / 

Dans le premier cas , la proposée aura tme racine 
réelle comme étant de degré impair , mais elle n’en au* 
ra qu’une , parce que si elle en 'avait deux l’équation 
aux carrés des différences aurait une racine positive , 
ce qui serait contraire à la dorme supposée. Si l'équa- 
tion est de degré pair elle n’aura que ' des racines ima- 
ginaires , car si elle en avait de réelles elle en aurait an 
moins deux; d’où une racine positive dans l’équation 
aux carrés des différences ; par suite au moins une va- 
riation de signe dans cette équation , ce qui est contre 
l’hypothèse. . 

• I ' 

Lorsque l’équation aux différences contient une ou 
plusieurs permanences, lapre)posée a toujours des 
racines imaginaires. 



Car si la proposée avait toutes ses racines réelles , 
l’équation aux différences ne contiendrait que des va* 
irations de signes , ce qui serait contre l’hypothèse. 

Il y a une infmilé d’équations qui ont la même équation 
aux différences, pour les obtenir, il suffirait d’aug- 
menter ou de diminuer les racines d’une équation 
donnée de constantes arbitraires. 
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Quelle est la forme des équations qu’on peut résou- 
dre à l’aide des équations du second degré, et 
combien ces équations ont-elles de racines réelles 
au plus? 

dm m 

La forme des équations en question est : ar P x 

m I 

-|- Q = O. En effet , si l’on fait x ^ y on aura y* -f~ 
ï*y -{- Q = O. Or, supposons qu’on ail lrouvéj^==« et 

m tn 

y = S; on aurait x = a , et x =6. Chaque équation 
binôme ayant au plus deux racines réelles , il en résulte 
que les équations considérées auront au plus quatre 
racines réelles. 

Lorsque deux nombres substitués dans une équation 
donnent des résultats de signes contraires, ils 
comprennent au moins une racine réelle ; expliquer 
pourquoi la démonstration exige que les deux 
nombres substitués soient essentiellement positifs. 

En représentant par P la somme des termes positifs, 
et par N celle des termes négatifs, le raisonnement que 
l’on fait ordinairement suppose que les deux fonctions 
P et N croissent d’une manière continue lorsqu’on fait 
croilre ainsi les nombres substitués. Or , si dans une 
fonction d'x on substitue des nombres négatifs croissaus 
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il n’en sera pas de même des résultats de ces substitu- 
tions; donc le théorème en question, suppose que les 
deux nombres substitués soient essentiellement positifs. 

Pour se convaincre de ce que nous venons de dire re- 
lativement à des substitutions de nombres négatifs dans 
une fonction d’a; , soit cette 

fonction. En faisant 

X = — 1 on trouve -f- i 

1. • ■ 



X — 

/ 

X = — 3 “}“ * 



On voit par là que les valeurs mises à la place d’x 
peuvent croître , sans qu’il ep soit ainsi des résultats des 
substitutions. . ' 

Etant données deux fonctions {[%. y)=o et F 
( X. y ) = Oj déterminer une valeur edey qui in- 
troduise deux racines communes dans f ( x. e ) 
— O et F { X. ^ ) — O. 

Soient a aï b les deux racines communes des der- 
hières fonctions, elles auront pour plus grand commun 
diviseur ( x — (>■ ) ( ^ — b ). Réciproquement si ces 
fonctions ont un plus grand commun diviseur du second 
degré, il est évident que les racines de ce plus grand 
commun diviseur égaler à zéro, sont deux racines com- 
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munes ^ f ( x. t j=^o et h'( x. C j = o. La (nicstion 
revient donc à déterminer une valeur dey qui lasse ac- 
quérir aux deux polynômes donnés un plus grand com- 
mun diviseur du second degré eu x. Pour cela, on fera 
le calcul ordinaire de l’élimination sur les deux poly- 
nômes , et loi*squ’on sera parvenu li un diviseur du se- 
cond degré en x on égalera ii zéro le reste correspon- 
dant à ce diviseur. Soit M a: -f- N ce reste. Met N étant 
des fonctions de y. On devra avoir séparément M = o 
et N = o, CCS deux équations devant être annulées par 
une même valeur d y , devront avoir un diviseur com- 
mun , supposons qu’on ait trouvé y — 6 jîour ce divi- 
seur ; on en concluera . i* qu’il n'y a qu’une valeur de y 
qui ait la propriété demandée. Si le diviseur commun à 
M et à N était du 'second degré, il y aurait généra- 
lement deux valeurs de y, etc. 

Nous disons généralement, parce que, en représen- 
tant par K X* II a: -|- T le diviseur du second degré, 
si nne valeur d’y qui annulle M et N annolait en même 
tems K et H, on voit qu’il n’y aurait pas deux valeurs 
pour a; correspondantes à cette valeur de y. Si la valeur 
de y rendait seulement K = o, le plus grand commun 
diviseur deviendrait du premier degré en a;; dans ce 
cas il n’y aurait qu’une valeur d’a; correspondante à la 
valeur de y. 

Connaissant une racine commensurablc d’une cqua- 



( 
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tioTiy comment peut-on reconnaître ti l’équation 

a plusieurs racines égales à là racine trouvée? 

f 

Soit X la racine trouvée. On fera x = a dans f( a ), 
f ( X ),f ( X etc. et le rang de la fonction qui ne 
sera pas annulée par cette hypothèse , fera connaître 
combien la proposée, a de racines égales à a. 

En cflèt supposons que f [x ) contienne 4 racine* 
égales à a , on aura : - 

“ . f ^ X ) — ( X — a lA 

f ( X ) = ( X — a )* m' • 

. f ( X ) — ( X — a )' m. . 
f ( X ) =!= ( X — a ) tn’ 

N étant indépendant de ® — a. ^n voit par Ih que la 
f"" n’est pas annulée par l’hypothèse x = a , si la 
proposée ne contient que quatre racines égales à a. 

Réciproquement s’il en est ainsi la proposée aura 
quatre racines égales h a. Car de ce que f'“ ^ a: ^ ne 
contient pas x — a, il en résulte que ce facteur ne se 
trouve qu’à la première puissance dans f" f x ); de ce 
que ce facteur n’entre qu’à la première puissance dans 
f" ( X ) il sera à la seconde dans f ( x ) — ... etc. ; 
donc la proposée couticnà'a ( x — a 
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Il résulte de là que lorsqu’on aura trouvé les racines 
commcnsurables d’une équotion , il sera facile d’en dé- 
duire les racines égales commcnsurables. Divisant en- 
suite l’équation par le produit des facteurs correspon- 
dans à ces racines, on parviendra à une équation qui no 
contiendra plus que des racines Jncommcnsurablcs 
égales ou inégales et des racines imaginaires. 

^ ■ Remarquons que le procédé cî-dessus ne peut s’ap- 
pliquer à la détermination du degré* de multiplicité 
d’une racine incommensurable , car ces racines n’an- 
nullcnt pas rigoureusement les fonctions successives de 
f( x) = o. 



■ Lorsqu’une équation n’admet qu’une racine triple y 
on demayide si cette racine est nécessairement com- 
mensurable. 

I 

On sait qu’en appliquant à une équation la méthode 
générale des racines égales , on parvient à des équations 
X, =* O X,, = o, etc. ayant leurs racines inégales , 
et l’on sait d’avance combien de fois chacune de ces ra- 
cines entre de fois dans la proposée. D’après cela , l’é- 
quation X,,, =3 O fera connaître les racines triples, 
or, comme par hypothèse cette équation n’a qu’une 
racine , l’équation sera du premier degré , et par con- 
séquent sa racine sera commensurable. On voit, par ce 
que nous venons de dire , que si une équation admettait 
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deax racines triples, on ne pourrait plus savoir si elles 
sont comniensurables ou non , puisque l’équation qui 
les ferait connaître serait du second degré. 

RÈGLE DE DESCRRTES. 

Une équation ne peut avoir plus de racines positives, 

' qu’ elle ne renferme de variations ^ et plus de ra- ^ 
cines négatives quelle , ne renferme de perma- 
nences. , ■ • . ^ 

Ce théorème sera démontré, si l’on peut prouver que 
l’introduction d’une racine positive dans une équation, ^ 
introduit au moins une variation de plus , et que 1 in- 
troduction d’une racine négative introduit au moins 
une permanence de plus. ♦ 

Pour cela , supposons qnc les signes du polynôme 
considéré soient : 

+ + H 1 1 — • ' 

r ^ • 

^ Multiplions CO polynôme par un facteur a; a , cor- 
respondant h une racine négative. Les signes des pro- 
duits partiels seront évidemment : 

^ 'i » 

• + + - + ^ + 

. .“h .+ rh 1 1 * 
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On recule le second produit d'un rang vers la droite, 
aün d’ordonner le produit total. Cela posé, comme on 
ignore le plus grand des coëflicicns au-dessus l’un do 
l’autre et de signes contraires , oh ne connaîtra pas le 
signe du terme du produit provenant de la réduction des 
deux termes considérés. Nous représenterons, par la 
lettre (, cette incertitude de signe , et nous aurons ainsi 
le tableau suivant : ' ‘ - 




. . + rf" h + ri 

+ + H + • '' 

. s 

+ H — h ‘ 

En examinant ce produit , on voit que tant qu’il y a 
permanence dans le polynôme considéré , il y a aussi 
permanence dans le produit r parce que le premier, 
signe de la permanence a , est venu se placer sous le 
second signe de la même permanence, et comme ces 
signes sont les mêmes, il n’y a point d’incertitude. 

Mais aussitôt qu’on rencontre une variation dans le 
polynôme, elle donne lieu à une incertitude dans le 
produit. En effet, le premier signe de la variation b , 
vient se placer sous le second signe de la meme varia- 
tion ; ces signés étant contraires ,' on a nécessairement 
une incertitude dans le produit. On voit de plus que 
fincertitude continuera dans le produit , tant que tes 

. l3 
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variations se suivront dans le polynôme , et qu’aussitôt 
qu'on rencontrera une pennanence dans le polynôme, 
l’incertitude cessera dans le produit. Le nombre ides 
incertitudes du ]>rodoit est donc précisément égal au 
nombre des variations du polynôme. 

• #_ 

Or,' si l’on conçoit que chaque incertitude donne lieu 
à une variation , ce qui est le cas le plus défavorable , 
il en résultera que le produit contiendra autant de va- 
riations que le polynôme, et qu’il ne pourra en Contenir 
davantage ; et comme le produit contient un terme de 
plus que le polynoiqo , il s’ensuit qu’on a introduit au 
moins une permanence de plus. . 

On ferait absolument le même raisonnement pour . 
prouver que l’introduction d’ime racine positive donne 
lien à au moins une variation de plus dans le produit 
que dans le polynôme ; donc le théorème est démontré. 



APPLICATIONS 

. £T COKSiiQVENCBS DE LS. BbCLE DE DESCARTES. 



Il résulte du théorème précédent que, lorsque toutes 
les racines d’ une équation sont réelles j le nombre 
des racines^ positives est, précisément égal à celui 

r I 
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des variations t et que te nombre dès racines «f*-* 

gatives égale celui des permanences. ' 

4 ' I ^ 

En clTet, soit m le degré de l'équation, P le nombre 
des racines positives , N celui des racines négatives , 
on aura : ' 

- P-fN = m..- • •• ■ • ■ 

t ^ 

Soit P le nombre des permanences , et r celui des 
variations de l’équation, on aura a<issi : . , ' 

» -j- P = m ; donc 

P 4- N = t> 4- fl! ■ • , , ‘ ' 
iuvuiuuv,;:^'. . •.v ‘ 

JS» ’.ï' liv'.J'.V t’ » \ ■ i' rU'-. *vi. iU'i 

Or P ne peut surpasser » ^ côtame on 1 a -prouvé ; 

supposons qu’il puisse être moindre, il faudrait que N 
fût plus grand que p, ce qui est impossible; donc P==r, 
et par suite N = p , ce que l’on Voulait prouver.' il>ci 

Nous avons vu eo^unei)t,‘b.rioépection de l’équation 
aux carrés des différences , on pouvait reconnaître 
qu’une équation avait toütns «eé VaeÎMa I 'sop« 

posons qu’on ait acquis cette certitude, et voyons quel 

usage on pourra faire dé là règ^e de Descartes. 

i 17. il* 4iil-î 

Après avoir déterminé une quantité moindre que la 
différence entre deux racines quelconques de la prppo- . 
sée, en désignant cette quantité par 3, il faut substituer 
à la pltiçé de x, dans l’^aation, la suite o, 3,<t 3,53... 

JJ. 
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jusqu’à la limile supérieure des racines positives. Mais 
cette limite peut être un nombre très-grand^ et alors 
on serait exposé à faire de nombreuses substitutions , 
ce qui serait fort long. Dans notre hypothèse , que les 
racines sont réelles , on sait combien l’équation a de 
racines. positives; alors, quand on aura trouvé autant 
de cbangemens de signes qu’il y a de racines positives, 
on arrêtera là les substitutions. On opérera de la même 
manière pour la recherche des racines négatives^ On 
comprend actuellement toute rutillté de la règle de 
Descartes. 



Lor$gu’une équation manque d’un ierme, et que les 
deux termes qui comprennent le terme manquant 
ont les mêmes . signes , l’équation a des racines 
'imaginaires. 

* . T, i • • • 

V • ■ 

Soit, par exemple, l’équation ’ 

X* P X -\-‘q = p, 

P étant positif ; en rétablissant le terme manquant 

' . I 

elle deviept : 

V. . ■ , f - ' • ‘ 

' . . ; . + 0 a;* P a; -|- q 3= O. 

Ën supposant toutes les racines réelles , et prenant 
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le signe plus du second terme , toutes les racines de 
l’équation seraient négatives; mais, si l’on prend le 
signe moins du second terme , l’équation contiendrait 
deux racines positives et une racine négative ; ces deux 
résultats étant contradictoires, il en résulte que la pro- 
posée a des racines imaginaires. 

On propose de trouver C équation polaire de la ligne 
• ' _ droite. 



Soit y —ax b l’équation de la droite considérée. . 
Passons du système d’axe rectangulaire aux coordon- 
nées polaires , en prenant l’origine pour pôle , les 
formules seront ; 

X = 7i cos y y 



J' = Z sin '/ ; . ; ■ ‘ 

mettant ces valeurs dans l’équation .de la droite , on 
aura : 



• * • « 



, ^.$in 7 = a Z coi 7.+ ^ ; 
.:.d’oitZ- 



b ' 



sin '/ — a cos y. 



Or a = 



sut « 
cos « 
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âenc Z =' 



b. 



^sin f — ■ sin a cps et 



... ^OS et 



. 1 .; 



h cos « 

vTT ^ '<■ 



_ . • y, • 

■ -’l 

I 

. .. f 
'T 

■V .■ 



, .Si^du point a, ( fig. 1, pUpche A J on abaisse; ,o,I>, 
perpendiculaire sur A C ceUe perpendiculaire (jue 
nous appellerons p , sera égale ii b cos « , et l'équation 
polaire de la droite sera ; 

, . , , I fj. '"'.j ‘ A 'f » y ; 

.• . :• •. Y, 'P - ^ 

t>: r av:.t 

i Jiy.vi }f. 6? * • r t* 

DISCUSSION. 

» , i V . i. 



t ^ . 

y ~ 0. Il vient ’ ’ *■* ■ \- 
■ r.o , ilj «1 =!>; eP. U Jü, 

valeur négative qu’on doit compter sui* le 'prolongement 
du rayon à gauche de l’orîgine. On voit que cette valeur 
est égale à A o, co qui détennine le péinlr A. 

Quand 7 augmente , en restant plus petit que « , W 
valeurs de Z sont toujorips négatives^ et l’on obtient les. 
points de la droite situés au-dessous de l’axe des x. 

» 
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Quand 7 = oo , la valeur de Z = « , ce qui devait 
être, puisque la droite 0 M ne peut rencontrer le lieu. 

7 devenant > «, les valeurs de Z deviennent positi - 
ves, et l’on obtient ainsi des points tels que m'. 

Quand 7 = too°, Z = — 

I COi et ' 

ce qui fait connaître le point B , le point A ; » 



car pour 7 == 200*, Z = • 

. . . ' 

^ * 
valeur la même , au signe près , que celle qu’on a ob* 
tenue en faisant 7 = 0. 



En général , si l’on continne à faire croître 7 , le! 
valeurs positives du rayon vecteur détermineront des 
points déjà obtenus par les valeurs négatives de Z, cor- 
respondantes aux valeurs dc7 ■< «. En effet, soit KOX 
un angle 7' pour lequel on a eu t ’ ^ . 

■t.rrt ■ . '• 'V* ‘ 

î P • ^ ■ ;rt 

itfirf y — ■ ■; * ■ ’ 



U" . : ■ 

.al '.I 



Z = 



valeur négative. 






Faisons y = y 200* 






. s - - , ^ 

.P «■ t> 



® ' il viendra Z = - 



fr 



.[ ;_; -i 

■ r'î 



sin ( y 200' — « 
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! 



. >. > 

,■ . 

On aura Z — ^ . 

J<n ( y U J " 



sin ( y ■— a ) 

< * ■ 

• - • ' 1 

était une valeur négative ; donc celte «juantité sera une 
valenr essentiellement positive. - 

r" 

Lorsqu’on aura j— «= 200’ Z = 00 , ce qui devait 
être, y augmentant y — « 200°, Jes valeurs de Z de- 

viennent négatives et déterminent les points au-dessus 
de l’axe des X déjà connus par les valeurs positives 
«e Z: V 



Comment reconnaître que la succession des points 
ainsi déterminée, forme uÀe ligne droite? 

. ' • . r.. 

En général, pour savoir ce que représente une équa> 
tion f (Z, 7/= on passe du système polaire ail système 
rectangulaire; mais, dans le cm qui nous occupe, on 
peut , d’après l’équation , reconnaltlPe que le lieu est 
une droite. 

Traçons deux axes. Soit m un point du lieu , et me- 
nons la droite o K qui fasse, avec les X, uii angle «. 

Du point m , menons wi P perpendiculaire sur 0 K » 

. on aura : 
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'■ MP'=Zimfy — « j. 

^ I 

Remplaçons Z par sa valeur tirée de l’équation., il 
vient : M P = p : donc le lien a tous ses points égale- 
ment distans de o'K ; donc c’est une parallèle h o K. 

D’après cela, poür construire le lieu, on mènera une 
perpendiculaire o D = p à la droite o K, puis , par le 
point D, une parallèle à cette droite. 

Déterminer, au moyen de% coordonmee polaire», 

i inclinaison d’une tangente à un point donné 

d’une courbe, ^ ■ 

Soit a:* -|-y* = R’, l’équation de la courbe ; x, y, 
les c<»ordonnée8 do point obj’on veut mener la tangente. 

Nous remarquerons que si l’on passait de rectangu- 
laire à polaire, en plaçant le pôle en un point quelconque 
du plan, à une valeur donnée à l’angle, 7 correspondrait 
en général deux valeurs pour Z, puisque l'équation en 
Z, que l’on obtiendrait, serait du second degré. 

* f 

Cela posé , opérons la transformation dont nous ve- 
nons de parler, en plaçant le pôle au point x', y, les 
formules seront : 

N» 

X — X -^z COS n y =y Z sinn; 

mettant ces valeurs dans Téquation de la courbe ; on 
aura: 
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a?'* a r x' cos n tos^ n y'* 
-}“ 2 2 y' sin n -[7 2* am* n = R’; 

' : . ,,r • '* ^ ■ : 

. , ou 2* -f- 2 2 (2' coi n -|-y'«n n)= 0; (1) 
puisqu’on a par h)'pothèse ’ - 



rîMî 



y'* + 




‘L’cqnatioh (i) a une racine égalé à zéro ; ce qui 
devait arriver , puisqu’on a pris pour pôle on point de 
la eourbe; si l’on exprin^e que l’autre valeur de Z est 
aussi nulle /''on exprimera que le rayon tectenr devient 
tangçnt à la cenfbe au spoint' a:' y*. Pour Cela il suffit 
de poser . , * • 



x' cos n -\-y' sin n~ o, 

• • , *• . . 'a;* 

i , d’où tahg n = — . — . . 

■ ' , ■ ' y '* 

valeur déjà trouvée |>aV une autre méthode. 

■ f 'r ■ , • * ! ■ ' 

, On raisonnerait de même pour toute autre équation.. 
Au reste nous allons donner une méthode, générale 
pour trouver l’^uatio» d’une tangente à une courbe 
rapportée à un système quelconque d’axes. 



■ ). 



i ' if- < ■ ', 

MÉTHODE GÉNÉRALE > 



DES TANGENTES. 

Lorsqu on cherche l’équation polaire d’une courbe 
du second degré, on parvient lune équation en R du 
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second degré : • ce qui fuil voir qu’à une mémo valeur 
donnée à l’angle r. il correspond deux valeurs pour le 
rayon vecteur. Si le point pris pour pôle était un des 
-, points de la courbe, iine des valeurs en question devient 
évidemment nulle ; et si Ton exprime que l’autre valeur 
du rayon est aussi égale h zéro , la valeur de t., tirée' 
de cette relation , sera l’inclinaison que doit avoir une 
droite menée par le point pris pour pôle , pour être 
tangente à la courbe. ' ; / 

D’après cela , il est fticile de trouver l’inclinaison 
d’une tangente à un point quelconque d’une courbe , 
en fonction des coordonnées du point considéré. 

Soit : Ay* = ® 

l’é«|uation de la courbe, etc. ( « , 6 ) le point de la courbe 
pris pour pôle'. Remarquions que dans cette hypothèse 
ona/’(«, Ç) — O, 

Les formules sont x — a. -\-rcos KQty=t-\-r siim. 

• ' D’où A ( e’ 9 r e ii’n w r* sin*rt ) , 

■ r ■ . . , ' ■ . ' 

r sin ir -j- r* sin ncos t), 

P 

G ( 2 « r COJ JT -j- r* cos* t ), • 

-|- D ( e E ( a -|- r COJ TT ) , F = O. 

Supprimant les termes dont la somme est nulle , 
d’après la relation f {a, î) = o. ^ 

On a : [ A sin * ir -|- B sin w coj r -j- G coj *r ] 
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' -j- r [ 2 A e *m ff ® 6 fOi TT -|- B « «n jr 
• 2 G A COS Tt “1“ D siti w ~f* E- cos w ®* 3 , 



On Toit comme nous Tarons annoncé , qu’une des 
valeurs de r est égale à zéro ; on peut diviser par r , et 
pour exprimer .que Tautre valeur de r est nulle il faut 
poser. ( ■ . . 

2 A 6 sin « -j- B 7 cos w -|- B ir stn ir ’ 



•. -j: ® C w D i/n ff -j- E w == 

« . • V* • ' 

Rassemblant les termes qui multiplient sin et cos^ 
on a : - - 



stn ir [ 2 A 6 -f- B « -f" ^ 3 

—1“ cos n B 6 -J- 2 G A —J— E 3 ®* 

i>ï , . B 6 2 G A -|- E 

V ou tang jr — — ! ! ; 

2 A e +® ? +1^' 



orladérivéQ en a> delaproposéeserait ;B jr-{-2 G x-{-E ; 
la dérivée en y serait : 2. A y ;^B x -j- D ; donc la tan- 
gente de l’inclinaison à un point ( « , S ) est égale à la 
dérivée en xde la proposée; divisée par la dérivée en 
y , en prenant le résultat avec le signe — , et remplaçant 
X et J par les coordonnées du point de tangence con- 
sidéré. 

• ' ' 9 

Soit Téquation : 

0 . 

y. — 2 X y -j- X* 4 X -|- i = o. 



« 
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L’iocUnaMon de la long à un points et y' sera : 



. j 1 J y' 2 jp A 

tang K=- , : 

• ' «y — 2 X 




On pourra facilement trouver l’équation, d’un dia> 
mètre passant par le point x', j'; pour que ce point soit 
tomjnet, il faut que la tang et le diamètre soient per- 
pendiculaires ; cette relation conduira h une f {x' y ) 
= o: le point {~x y' ) étant sur la coarb|o on a encore 
f [x' , y = O’ L’élimination entre ces deux équations 
fera connaître les coordonnas des sommets. 

) I T- t • . 

Étant donné un cône droit dans lequel le rayon de là 
base est le tiers de l’apothème , supposas que l’on 
prenne sur la surface de ce cône un point situé . à une 
distancea du sommet, et que de ee pointponmiq centre 
avec un rayon égal à r on trace une courbe sur la sur- 
face ; supposons ensuite qu’on développe cette surface 
sur un plan , ce qui donnera nn secteur circulaire dont 
l’angle e$t égal à j d’angle droit; Oh demande l’équation 
de la courbe tracée par le compas et devenue plane par 
le développement. t ‘ ‘ - l. l- 

Soit G D E fig. 1 , planche A ) le cône donné , A le 
centre de la sphère ; A C=to A K:=r.Rcmarquonsque 
la courbe tracée sipr le cône n’est autre chose que l’in- 
tersection de ce même cône avec la sphère décrite du 
point A comme centre avec A K pour rayon. Si nous 
faisons passer un plan perpendiculaire à l’axe du cône, 
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ce plan coupera le cône et la . sphère suivwtâeüx cercles 
dont un point commun m appartiendra à la courbe ; 
nous allons chercher maintenant ce que deviennent les 
coordonnées polaires du point m , en supposant que 
nous développions le cône sur le plan tangent suivant 
l’arêleCA. ’ •. i; 

Menons une génératrice par le point m et soit Cm=z 
distance qui ne changcra’pas sur le plan de développe- 
ment. Soit n l’angle que feraient les génératrices CD 
et C G après lé développement , l’angle G O D sera 3 n , 
puisque O G == | G G. Menons par le'point A une pa- 
rallèle à l’axe, elle passe au point I centre du cerclé 
iolOrsection de la sphère par .le plan auxiliaire U m, 

I fn, A »», nous aurons • • • I 






a !;i: 



mîV 



Il m* H I* — 2 H m X HI cos 3 n. 



Of II m,3 



f. 



() 



Cm : 



z,m 



= AU -1- =Ac=: 
, 3 



' donc : m 1* = • — “ 4- 

Q . t 



9 



2 - 

■ — — az coson. 

9 . . 



(,. k 



ÜQ’J 

il «’agit de calculer M I ; or nous aurons : 

^ » 

7^1* — Â1‘ = r* — XI* 

• , ) *.•: 

Comme le triangle B 1 A est semblable à G O D il en 
résulte 



■z); ' 



; 0, - 1 Û «Ql X ■ 

'Bl=~kB= 4 -(^~ 

3. 3 ' 

„1_ r* • ? « E /,«»•» ■ 3 j -4' *-•• 

«, t" 

»■»» : gf- J 

! KjiKo iTJ>l-îŸ »( ,gA9 J»o<{ H lO 

■■ .,• 0(1 )l-i.<4T aar’iD :>1 

n~k '>L 'jdvr'j >im » îi" * ”îVrtOt rimij 

sub»ti(àant !à Yàléiiil dë À ï* (^rik îâ derbll^^ 

,6ibrtrt1& /!•»< iCp 'fj’> 

on s • f ^ r f 

;• -h ' I K> tvf»p sf ’'!> Ro.'n ts •rKÎ'J'i'^n t 

m 1* = r^-— (« ~»*)* ‘'‘‘t' *4 

par auite l’éqi^ion priipiliTe^ «a/» i u.l 

f.B-'-il 3 * t h4.^«î_(Î 3 iiii;:* ët’ , :»! 



• t, J . 









■i "tÿs-A-'j'Sii y - .. . 

; jo'.7j : e :i ^ 

* !-• â*>r- iîa * cos 3 n _ 

q‘ 9 q■^. 

■ .n . * :;-<•: *, 

eflectuant les réductions, l’éqàaliôn de la coiû'be sera : 
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2* î_ a 2 (8 -f- 3 n) -|- a* — r’ = 0 

9- 

Pour construire cette courbe, nous prendrhns pour 
tnictoiple le cas où r a « =s 3, Téquation sera : < 

2* 2(8-|^coi3n) = — 5; 

3 

2 = -L ( 8 + C<v 3 n ) ± -i- 

O ô 

( 8 foa 3 n )* ■ — 

Or il peut arriver deux cas , la sphère peut couper 
le cône en deux courbes ou en une seule ; l'existence de 
deux courbes ou d’une seule courbe dépendra de ce 
ç|uela sphèi« coupera ou ne coupera pas la génératrice 
opposée à celle qui contient son centre; il faudra donc 
chercher si le rayon de la sphère est plus grand ou plus 
petit que la perpendiculaire A P, dont nous allons dé- 
tcrnlîncr la longueur. . 

Le rayon delà base étattt le tiers de l’apothème, dans 
le triangle G D E , le côté Ë D sera les ~ de G D, nous 
aurons donc : 

jtn c ; sin D M a ; 3, et comme D = 90" — 5 c. 
sin c I cos ~ c y, 2 d. 

t 

. 2 shi J c : i ; ; 2 ; 3. 

: I. , ' J- ii« 5 c 4= : .'■i ; . 



D', ‘ . Cji '^l( 



20 t) 

Connnis$nnl siii 1 c = ’ , fOi j c sera égal à ’ 1/2 ; 
d’où sln c = J \/2; 

par suite la perpeüdiculaire AP sera ^ fl \/ 2. 

Revenons au cas oü r = 2 , a — 3 , la perpendiculaire 
sera j \/ 2, voleur plus petite que 2 ; donc la sphère 
coupera le cône- par deux courbes. Celte sphère cou-^ 
pant toutes les génératrices, les valeurs de z doivent 
être réelles, quelque valeurs qu'on donne è coj 3 n ; 
en effet, pour que ces valeurs soient réelles, il faut que 
l’on ait : 

( 8 -j-coi 3 n)’ ^ 45. 

Mais cos 3 n ne pouvant pas dépasser — 1,8-}- cos 
dn sera nu moins égal è 7, dont le carré est plus grand 
que 4 5, par suite toutes les valeurs de z seront réelles. 

( Fig. 2, pl. A. ') 11 est facile de s’assurer que, com- 
me nous l’avons annoncé, le cône se développera sur 
un secteur de 120° ; soit donc < « n ce Sjccteur, « ç 
représentant la génératrice c D ; si nous prenons, à 
partir de «, deux longueurs, a 7, a 6 égales à 1 cl 5 , 
nous aurons les deux points de la courbe qui, sur le 
cône, sont K et x. 

•3 

Pour construire la développée, nous donnerons h cos 
3 n certaines valeurs qui détermineront des arcs sur la 
circonférence, et prenant approximativement le tiers 
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lie ces arcs, nous aurons les positions correspondantes 
des rayons vecteurs sur lesquels il faudra porter les va- 
leurs trouvées pour z. 

Pour construire l’équation , nous remarqueVons que 
quand on donnera à cos 5 n une valeur , cette valeur 
ne ser^ pas rapportée h l’unité « y, mais au rayon céra- 
me imité ; par conséquent, quand on fera par exemple 
cos 3 n = cos 4 5 = 5 1/2 , il faudra prendre dans le 
cercle de rayon « 6 une longueur égale à 1 1/2. 

La valeur cos 3 n =_L \/ 2 
2 

donne z — l\, 76, 2=1, o 5 , 

qu’il faudra porter sur le rayon qui passe par l’extré- 
mité de l’arc de 1 5 ° ; on obtiendra deux autres point» 
symétriquement placés au-dessous de l’axe polaire , à 
cause du cosinus. 

• Soit cos 3 w = cos 90* = O , 

■ d’où 2 = 4 > 1 1> - = 2* >’ 

on obtient encore quatre points. 

co&'b n — cos 1 5 5 ° = 

, , • . _ donne 2 = 5 , 38 , 2 




2 



= 1, 48. 
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res valeurs se retrouvent sur les deux rayons qui font 
avec l’axe des angles de 4^°. 

■ /. • 

3 « = i8o%^ 
d’où cos 5 n — I , 

V 

^ ^ 2 

Ces diverses valeurs déterminent les deux courbes 
Q eL, MyR : pour les obtenir nous avons fait croître 
3 n jusqu’h +'i8o;'si maintenant nous donnons h 5 n 

la valeur i8o la Valeur de n sera , 

’c:, -V) A ' . i 




et COS 3 n sera égal à — cos a ; nous aurons donc, à 
partir du point L, la même courbe L €, mais en sens 
contraire jusqu’à 120°, où elle sera tangente au cercle. 
cos 3 n est égal à 1 , et quand nous augmentons 5 n de- 
puis 36 o jus«iu’à 540, n sera compris entre i2oct 180, 
c’est à dire entre 2 et j nous aurons une courbe z y 
qui sera la même que sL. Au-delà de Ô40|et jusqu’à 
y20,n sera compris entre 180 et 240, on obtiendra une' 
portion de courbes j n égale àj 2. Si 3 n varie de 720 
à 900, n se trouvera entre 240 et 3 oo, nous aurons la 
partie n Q; enlin l’arc 3 n variant de 900 à 1080, on re- 
tombera sur Q ë, portion que l’on aurait obtenue en 
donnant à n des valeurs négatives ; on voit donc qu’on 
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se dispenser de faire croître n négatÎTcment et que« 
pour obtenir toute la courbe, il suffit do donner à 3 n 
des valeurs jusqu’à trois circonférences ; au-delà de 
ce ternie , on retombe sur des valeurs obtenues. Nous 
n’avons pas parlé de M E 5, elle se construit en même 
temps et de la même manière que 6 L 2 y n Q. 



(Fig. 3, pl. A.) Construire ta courbe z =acos n. 

Soit Ab lo cercle dont le rayon est a : soit A M une 
position quelconque du rayon vecteur, K un point du 
lieu ; A K est égal à A P d’après l’équation ; donc les 
triangles A M P, A B K sont égaux, puisqu’ils ont un an- 
gle commun A, compris entre deux côtés AM, AP, 
égaux aux côtés AB , A R ; il en résulte que l’angle 
A K B est droit ; le point K appartient donc au cercle 
décrit sur AB comme diamètre. 



(Fig. 4> pl- A. ) Construire la courbe z=asinn. 

<. 

Soient AE=a, A»n le rayon vecteur, etK un point du 
lieu; joignons E K, et menons le sinus nH; les trian- 
gles AEK , A n II sont égaux, donc l’angle ARE = A 
Il n = un droit. Le point R appartient donc au cercle 
décrit sur A E comme diamètre. 



ai.> 



( Fig. 5, pK A. ) * = a tang n. 

, Supposons toujours qu’ou décrive un cercle avec un 
rayon égalé «.Menons aux extrémilésB et C du diamètre 
deux tangentes C H, B K ; tirons un rayon quelconque 
A m et prenons A P = B ni , nous aurons un point du 
lieu géométrique; le point P', situé sur le même rayon 
à égale distance de A, est aussi un point de ce lieu, le 
point A est donc centre ; les deux tangentes B K , C II 
sont évidemment asymptotes do la courbe. 

On obtiendrait encore cette courbe en faisant glisser 
le cercle de rayon AB siu*,raxe perpendiculaire à C B 
et lui menant des tangentes par le point A ; la courbe 
serait le lieu des points de contact. 

. — •! 

. . jii ^ = a cos m é. • 

:• ' ii 

Cette équation représentera évidemment trois courbes 
diHércntcs pour les trois cas, b a, b = a , b a; 
car, dans le premier cas, la courbe ne passera jamais 
par le centre, et elle en sera le plus près quand cos n 
sera égalé — i ; dans le second cas elle y passera quand 
n sera égal é i ; enfin, dans le troisième, : aura des 
valeurs égales é zéro et des valeurs négatives. 
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( Fig. 6, pl, A. ) Soit d’abord b > a. 

Pour n — O, cos n — \ , d’où z = a b, ce qui 
délertnine le point C, en supposant que AB==a, B C 
= b. Quand n augmentera, cos n diminue , par suite z 
diminue jusqu’à ce que cos n =o, auquel casle rayon 
Vecleur devient perpendiculaire à 1 axe et égal h b. Au- 
delà de 90, le cosinus devient négatif; le rayon vecteur 
diminue donc encore sans cesser d’êlre positif, puisque 
b est plus grand que a. La courbe coupera la circonfé- 
rence à l’extrémité de l’arc dont le cosinus est 

. . , . _ b —a ... 

% « 

ce qui détermine le point H ; la valeur du rayon vec- 
teur continue à diminuer jusqu’à ce que cos n = — 1 , 
d’où Z = b — a, nous aurons le point correspondant 
en prenant sur l’axe à gauche du point A une longueur 
AK = 4 — a. Si nous faisons croître à présent l’arc ?» 
de i 8 où 56 o, nous obtiendrons à partir de AB' la même 
courbe en sens contraire que c^le obtenue de C en K ; 
en effet , soit n = i'8o° -j- ?»', il en résulte cos n = — • 
cos n ; or, si nous faisons l’angle B'AI = B'AN, AE 
sera égal à A G, puisque z est déteminé par U mênae 
valeur ; donc la courbe est symétrique par rapport à 
J’axe. ; 



G. yk- 




ai 5 

line ibU revenue an point C, si l’on donne à m des 
valeurs plus grandes, on obtiendra les mêmes rayons 
et les mêmes cosinus; on retombe donc sur des points 
obtenus. 

Si on veut construire celle courbe géomêlriqiiemcnt, 
on décrira du point A' un cercle avec un rayon égal à 
b ; on mènera un rayon vecteur, et on prendra sur ce 
rayon et à partir de la nouvelle circonférence, une Ion- 
gueur égale au cosinus pris dans le premier cercle, ce 
qui donnera un point dii lieu. , Pour les points situés 
entre C etD, les longueurs égales, aux cosinus seront 

• . , *• 1 "i , ■, t 1 , , 

ajoutées au rayon b, et au-dela retranchées. 

^ -i Mii r T » > •■ • 

i . vf - ■ f ^ 

( Fig. 7, pl. A.) Supposons b= a. 



L’équalion de la courbe sera alors 



•■II..' ■ - tv f-. 

tl lUuU ülli'l 




Z 



a ( i cos II ) 



tant que cos n sera compris entre i cl o, 2 décroîtra de- 
puis a a jusqu’il a. C’est donc pour la valeur n ~ 90° 
que la courbe coupe le cercle. Au-delà de Qoie cosinus 
drnient négatif, zdiminiie eu même tempsque le cosinus 
augmente négativement ; enlin pour n^i&o, la courbe 
vient aboutir au centre. Si l’on donne à n des valeurs 
plus grandes que 180*, cos n diminue négativement et 
donne une portion de courbo symétrique du la première 



I 
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par rapport à l’axe polaire, jusqu’à ce que l’arc n soit 
revenu au point de départ. Au-delà do 56 o* on obtiendra 
les mêmes cosinus qu’on a déjà obtenus , et les mêmes 
valeurs de s, 

( Fig. 8, pl. A. ) Soit b < a. . 



Faisons d’abord n = a, il vient toujours z 
V variant deo à 90,2 diminuera depuis» -\-b jusqu’àé, 
si nous prenons une longueur b sur le rayon vecteur 
perpendiculaire à l’axe, nous aurons un point de la 
courbe. En continuant d'augmenter n, z diminue tou- 
jours jusqu’à ce que l’on ait 

b 

cos n — — 

U 

comme a est égal à l unilé, puisque le rayon du cercle 
est égal à a, cos n est égal à — b; soit B K l’arc dont le 
cosinus est — b, le rayon AK sera tangent à la courbe 
au point A. n dépassant l'arc B K, les Taleurs de z sont 
négatives ; elles doivent donc être portées sur le pro- 
longement du rayon vecteur ; z sera négatif tant que n 
sera moindre que i8o'j si n=i8o% z sera égal a 
- — (a~b), ce qui donne le point I. Lorstjüe n se trouve 
entre 180° et l’arc B K £ dont le cosinus est aussi — h-, 
z sera négatif jusqu’à ce qne »i=B K E, auquel cas 2=0 
alors la courbe est tangente au rayon AB au point A ; 



Gi "dr 




aiy 

au-delà de ce lerme, on obtiendra une portion deconrbe 
A L D que l’on reconnaît aisément être la même que la 
portion Am B déjà déterminée: 

I . 1 • . . 

Z =a eo» O n. , - 

*■ ' \ï' 

Nous supposerons toujours que ^/ajon du cercle 
c{ui doit servir à la construction de la courbe soit égal 
ù a. Si l’on veut construire la courbe géoniélriqucmenl, 
on donne à n une certaine valeur, ce qui détermine un 
rayon vecteur; ou triple l’arci^cl on porte le cosinus de 
ce dernier arc sur le rayon vecteur dont n détermine 
la position ; toutefois il faudra avoir égard au signe du 
cosinus. ^ 

Discutons Véqnation dé oMtiidN à déconvrir sa forme 
et son étendue. ^ o ; )J* 

’ * ‘ ‘ . - . ^ 

Nous remarquerons qu’au lieu de donner des valeurs 

h n, U nous sera plus commode de faire passer 3 ;i par 
tous les états de grandeur; en suivant cette murebe, 
nous ne serons pas cependant obligés de diviser des arcs 
en trois parties égales, puisque notre seul but est de re- 
connaître quelle est la forme de la courbe. ^ 

‘ f Fig, 19, pL k. ) La valeur 3 n = o, donne i, 
ce qui détermine le point t. ôn restant compris entre 
O et 90°, cos 3 n diminue de 1 jusqu’à o , et l’angle dü 
rafon vecteur avec l’axe polaire varie de o à 3o°. Srut 
A 1 le rayon tel que C 1 3o* ; pour ce rayon, z sera 
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ëgal h zéro. Si 3 n dépasse go, le. cosinus devient né> 
gatif , Z étant négatif, les valeurs trouvées doivent être 
portées sur le prolongement du rayon vecteur, et cela 
jusqu’à ce que 3 n = 180 , cas pour lequel le rayon 
vecteur sera dirigé suivant A D ; par suite son prolon- 
gcnicnt sera A B , et le point B appartient à la courbe, 
puisque 2 est égal à — 1. Comme de go à i8o , les cosi- 
nus sont dans un ordre inverse les mêmes que ceux 
obtenus entre 0 et go ; comme aussi pour tous les rayons 
vecteurs situés entre A I et AD , les valeurs de * sont, 
au signe près , les mêmes que celles obtenues entre 
A C et A I , la portion de courbe A n B sera la même 
que la portion A m C ; la courbe CAB sera tangente 
au diamètre I A II. L’arc 3 n dépassant 180, les cosinus 
ne cessent pas d’être négatifs , et ils diminuent en se 
rapproclianl de 270 ; quant aux rayons, ils décroissent 
depuis — 1 jusqu’à o. Cette valeur o est donnée par 
3 II = 270 ; la nouvelle portion de courbe B K A est 
la même que A n B, et le diamètre Q AE, perpendicu- 
laire à A c, est tangent à cette portion B K A. De 270 
à 060 , l’arc 5 « donnet^ des cosinus positifs qiii vont 
en aof^cntant>dcpuis o jusqu’à -j- 1. Cette dernière 
valeur est fournie par 5 n = 36 o, d’oùii =1 20, ce qui 
détermine le point P-? nous avons donc encore une por- 
tion AG P égale aux précédentes. 3 n variant de 36 o à 
56 o -j- go, n variera de 120 à 120 3 o, c’est h dire 

do CP à C X , cl pour 3 n == 3 Go go , le rayou 
vecteur dirigé simaut A X est égal à zéro; il est alors 
langent. à la courbe au polut Entre 060 -j- go et 
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56o -{- i 8 o, les cosinus deviennent négatifs, les rayons 
seront compris entre A X et AV et leurs prolongemeas 
entre A Z et AC; nous obtiendrons ainsi la partie 
A F C. Si nous donnons à 5 n des valeurs qui surpas- 
sent 56o -j- 180 , par exemple la valeur 56o C Q «, 
on retombe snr un point obtenu. En eflet, le cosinus 
de cet arc est égal à — ces G E , la valeur de a à porter 
sur le prolongement de A L sera doncégaie à— cos C E. 
Or, quand nous avons fait 3 n == C E, nous avons eu 
la même valeur' de « If porter sur le même ''rayon., 
puisque nous avons C E = Y L = j C g.' La’ cou^e est 
donc totafcimeol construite. ‘ ‘ ' 

^ .V. ,(M .-'l’A 

Z a cos 'b n b. 



Il y a trois cas à considérer i b a, anquel cas z 
sera toujours positif; b ^ a, z aura des. valeurs égales 
à zéro ; b ^ a , et alors a aura des valeurs positives.. 

ii>4 up. ,iu .“v A 1 J M -t K S ioS /; 

‘ ' ' îî liliib-irt'’!' A iï tw arfnirt ■ ' V?tiranî';ij i art 

Examinons d’abord le cas ou l’on a b > a. 

>.!j) • t î. ’WIIV frt .ih ii-rji ,i.\ 

il ‘Vit i<i î. «l'i ,n.K*t , n J" 



' a *■; . Lia»; -MI «1 s «l'i lairnir.'. .or t , n .■ 

/ l' ig. ^ 10 , pl. A. ) Nous remarquerons que le rai- 
sonnement qui conduit h la construction de cc\té*cp'urbe 

. , i'2/if. lia , o/B ; 

est le meme que pour la courbe , 

rt"'- ' s ‘ - U ,}fl .'Il U. Y *t Ô ,W B : -~ 

• •Hi.tijifi , r> ,'Mie .yx* . 

■ ^ rt coi M oJi 
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nvec cette seule dilTérence <|ue celle qui nous occupe 
contient 3 ?i. 

Soit inaintcnnnt b — a. 

( Fig. 1 1 , pi. A. ) Le raisonnement sera le mémo 
que pour la courbe ( 7 ) , on lui trouvera la forme de 
la ligure ( i « ). 

Supposons b a. ’ 

Ce cas mérite d’être remarqué ; la courbe, représen- 
tée par l’équation est alors un peu dilférentc à cause 
de 2 qui peut devenir positif, nid ou négatif. 

( Fig. 12, pl. A. j Soient toujours > 

« 

A B = 1 , B Ht = é. 

;•> Inap. -i'( ■ ■ 

Faisons croître l’arc 3 n, depuis o jusqu’à l’arc dont 
le cosinus est — b, c’est à dire jusqu’à B c F le rayon 
correspondant à cos 3 n = — b sera I A F. Jusqu’ici 
on a déterminé la courbe mK A ; au-delà de B c, les 
arcs auront des cosinus plus grands négativement que 
b, les valeurs dez seront donc négatives jusqu’à ce que 
3 n = i8o, auquel cas r est négativement le plus grand 
possible , et égal ha — b ; alors le rayon vecteur fait , 
avec l’axe , un angle E A B = Go° ; cos â n variant de 
— 1 à O, 3 n varie de i8o à 270. Par suite le rayon 
est compris entre Go et 90, sans cesser d’être négatif et 
de diminuer jusqu’à zéro. On construit ainsi jusque là 
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la branche B L A. Quand l'arc 5 n surpasse 270 sans 
atteindre 56 o> n se trouve entre 90 et 1 20, et les rayons 
redeviennent positifs. Nous déterminerons ainsi la por- 
tion de courbe A P Q. 

On fera ainsi croître l’arc 71 jusqu’à ce qu’on retombe 
sur des points déjà obtenus ; le raisonnement étant 
absolument le même , nous nous dispenserons de don- 
ner le détail de la construction entière de cette courbe, 
que l'on reconnaîtra aisément avoir la forme ( 12 ). 

( Fig. i 3 , pl. A ). Construire l’ équation 
Z = a CO8 4 n. 



Celle courbe, quoique plus compliquée que celle re- 
présentée par l’équation z=:a cos'i n, n’est cependant 
pas plus difficile à construire ; ainsi , comme pour 
Z = a cos ô n , on donnera des valeurs h cos ^ n , on 
en déduira la position et la longueur du rayon corres- 
pondant, on lui trouvera la forme ( i 3 ). 



( Fig. i 4 , pl. A ). Construire la courbe 

' 2 

2 — a sin - — n. 

3 

Donnons , comme nous l’avons fait jusqu’ici , des 
voleurs à n. Soit | n = o, z sera égal à zéro , la 
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conrbe passe au cenlro. En faisant croître J n de'o à 
90 , on obtiendra des rayons Tectcurs compris entre 
A B et A ?n, c’est à dire entre o et i 35 ; pour la va- 
leur J n = 90, le rayon A m sera égal à r, la courbe 
sera tangente au cercle au point m ; au-delà du point 
m , la courbe continuera son cours en sens inverse , 
c’est à dire 911’en faisant augmenter j ?i depuis 90 jus- 
qu’à 180 , les rayons seront situés entre Am et A D , 
et donneront une branche m K A égale à la branche 
A I m. 

Si l’arc n| dépasse 180, les sinus deviennent négatifs 
et devront être portés sur le prolongement des rayons 
compris entre A D et A H , c’est à dire sur les rayons 
compris entre A G et A E , ce qui détermine la partie 
AFKE. 

On continuera ainsi jusqu’à ce que les valeurs don- 
nées à ~n fassent retomber, sur des points déjà obtenus; 
la courbe représentée par l’équation dondée est donc 
de la forme ( i4 )• 
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